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resumo 
 
 
Nesta dissertação apresenta-se uma breve introdução à teoria dos grafos com 
a abordagem a algumas noções e conceitos de grafos, seguindo-se a 
apresentação de algumas aplicações da teoria dos grafos na resolução de 
problemas nas várias áreas do conhecimento. Neste trabalho é dada enfase a 
alguns problemas bem conhecidos, tais como o problema das pontes de 
Königsberg, o problema do caixeiro-viajante, o problema do carteiro Chinês e 
alguns problemas relacionados com a coloração de grafos.  
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abstract 
 
In this thesis we presents a brief introduction to graph theory with the approach 
to some notions and concepts of graphs, followed by the presentation of some 
applications of graph theory to solve problems in several areas of knowledge. 
In this work we emphasize some well-known problems such as the Königsberg 
bridges problem, the problem of the traveling salesman, the problem of 
Chinese postman and some problems related with graph coloring.   
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Capítulo 1        
Introdução 
Neste documento serão apresentados alguns conceitos e resultados da teoria dos grafos e 
algumas das suas aplicações na exploração de problemas clássicos de grafos e nas várias 
áreas do conhecimento. Esta escolha é motivada, por um lado, pelo facto do estudo destes 
resultados poder ser feita com base em resultados simples, intuitivos e com os quais 
estamos mais familiarizados, por outro lado, pelo facto de uma grande parte dos problemas 
do mundo real poderem ser facilmente descritos por um grafo. Este último argumento 
representa uma mais-valia sob o ponto de vista prático, uma vez que a teoria dos grafos é 
uma “ferramenta” fundamental na resolução de problemas em diversas áreas da 
matemática, da informática, da engenharia, da química, da psicologia, da economia e da 
indústria.  
Segundo  [3], a beleza singular dos grafos reside na sua simplicidade apesar das suas 
surpreendentes potencialidades. Em termos práticos, tendo em conta vários campos 
profissionais, a teoria dos grafos permite-nos, por exemplo, representar um mapa de 
estradas, usar algoritmos específicos para determinar o caminho mais curto ou o mais 
económico entre dois pontos, estudar e compreender a interação social, entre outros.
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A teoria dos grafos, de acordo com [3], é relativamente recente, tendo origem no século 
XVIII com o conhecido problema das pontes de Königsberg resolvido pelo matemático 
Leonhard Euler. Desde esta data surgiram muitos outros problemas, alguns de caracter lúdico, 
contudo, tornaram-se célebres dada a sua aplicabilidade na resolução de problemas do 
quotidiano. No entanto, o grande desenvolvimento da teoria dos grafos só veio a notar-se 
no seculo XX, tanto ao nível da matemática como das suas aplicações nos diversos campos do 
conhecimento.  
Este documento está organizado como a seguir se descreve. 
Capítulo 2: Noções Elementares de Grafos e Matrizes 
Na primeira secção deste capítulo serão introduzidos alguns conceitos e propriedades 
básicas da teoria de grafos, nomeadamente, a noção de grafo, subgrafo, grafo 
complementar, grafos isomorfos, conceitos métricos, grafo conexo e os conceitos de árvore 
e floresta. Nas duas secções seguintes serão apresentados os conceitos e propriedades de 
grafos planares e grafos bipartidos, bem como, alguns resultados que garantem a sua 
existência. Seguidamente, serão exibidos os conceitos e propriedades de matriz de um 
grafo, destacando-se as matrizes de adjacência e incidência. Por fim, reserva-se a última 
secção à introdução do conceito e propriedades de grafos pesados. Desta descrição 
resultarão alguns algoritmos e teoremas fundamentais para a exploração das aplicações da 
teoria dos grafos, nomeadamente, o algoritmo de Dijkstra uma vez que é uma ferramenta 
essencial na resolução de problemas que envolvam a noção de distância e os algoritmos de 
Kruskal e de Prim para a determinação de uma árvore abrangente.  
Capítulo 3: Aplicação da Teoria dos Grafos na Resolução de Problemas Clássicos 
Neste capítulo serão abordados e explorados alguns problemas clássicos da teoria dos 
grafos, entre os quais, o problema das pontes de Königsberg, o problema do carteiro 
chinês, o problema do caixeiro-viajante, o problema do gás, água e eletricidade e o 
problema da coloração de mapas. Também serão apresentadas algumas curiosidades e 
aplicações dos grafos em jogos e a utilidade dos grafos na representação das relações entre 
indivíduos.  
 No desenvolvimento dos problemas das pontes de Königsberg e do carteiro chinês serão 
apresentados os conceitos e resultados referentes aos grafos eulerianos e algumas 
condições que garantem a sua existência. Posteriormente, na abordagem do problema do 
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caixeiro-viajante surgirão os conceitos e propriedades dos grafos hamiltonianos, bem 
como, a referência a algoritmos para a determinação de um ciclo de Hamilton de custo 
mínimo. Por último, na exploração do famoso teorema das quatro cores, na abordagem ao 
problema da coloração de grafos, serão apresentados alguns teoremas e algoritmos que são 
fundamentais na abordagem à coloração de grafos. 
Capítulo 4: Aplicações da Teoria dos Grafos nas Ciências 
Este capítulo é destinado exclusivamente às aplicações da teoria dos grafos nas várias áreas 
do conhecimento, nomeadamente, na biologia, na química, nas ciências da computação, na 
sociologia, na economia e na engenharia. Nesta abordagem serão apresentados alguns 
exemplos e situações do mundo real que podem ser modeladas por um grafo. 
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Capítulo 2              
Noções Elementares de 
Grafos e Matrizes 
Muitas situações do nosso quotidiano podem ser descritas e compreendidas por intermédio 
da teoria dos grafos. Um grafo é, de uma forma muito simples, abstrata e intuitiva, um bom 
modelo para representar a relação existente entre elementos de um dado conjunto. 
Neste capítulo iremos fazer uma breve introdução à teoria dos grafos, abordando os 
conceitos fundamentais sobre grafos e explorando, em particular, os grafos bipartidos, os 
grafos planares e os grafos pesados. Será feita, também, uma abordagem a algumas 
representações matriciais associadas a grafos. A terminologia e notação utilizadas não são 
únicas, porém, aqui consideramos as mais frequentes na literatura especializada.  
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2.1 Conceitos Fundamentais sobre Grafos 
A secção que se segue é destinada à apresentação de conceitos, propriedades e definições 
básicas da teoria dos grafos. Adotámos como referências principais nesta secção os livros 
[10] e [4]. 
2.1.1 Noção de Grafo 
Um grafo é a representação de um conjunto de objetos no qual alguns pares de objetos 
estão ligados ou relacionados. Estes objetos são designados por vértices e as linhas que os 
ligam por arestas.  
Formalmente, um grafo pode ser definido do seguinte modo: 
Definição 2.1 Designa-se por grafo (não orientado) um terno                 , onde 
       é um conjunto não vazio, dito o conjunto dos vértices de  ,        é um 
conjunto disjunto de  , dito o conjunto das arestas de  , e    é uma função tal que, para 
cada    ,       é um par não ordenado de elementos (não necessariamente distintos) de 
 . 
No caso de a função de incidência determinar, para cada    , um par ordenado de 
elementos de  , o grafo diz-se um digrafo ou grafo orientado e denota-se por                 
 ⃗  (   ⃗   ( ⃗)   ⃗). Neste caso, dizemos arco em vez de aresta e o conjunto   designa-
se por conjunto dos arcos. 
Se     é uma aresta que liga os vértices   e  , isto é,             , escrevemos   , 
em vez de       . Os vértices   e   são extremos de    Também se diz que a aresta    é 
incidente nos vértices   e   e estes, por sua vez, dizem-se adjacentes ou vizinhos. Por sua 
vez, duas arestas incidentes no mesmo vértice dizem-se arestas adjacentes, duas arestas 
incidentes no mesmo par de vértices dizem-se paralelas e uma aresta que tem como 
extremos o mesmo vértice diz-se um lacete.  
2.1 Conceitos Fundamentais sobre Grafos 
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Figura 2.1: Exemplo de um grafo (não orientado)        , onde               e 
                            e de um digrafo  ⃗⃗       , onde               e 
                                             . 
Observando a representação pitagórica do grafo   presente na Figura 2.1 podemos 
constatar que a aresta    é um lacete e que existem duas arestas paralelas, as arestas    e 
  . Por exemplo, os vértices 1 e 2 são adjacentes (são os extremos da aresta    ) e os 
vértices 1 e 4 não são vizinhos já que não existe uma aresta em   cujos extremos sejam 1 e 
4. 
Um grafo sem lacetes nem arestas paralelas diz-se grafo simples; caso contrário diz-se um 
multigrafo. Estas noções estendem-se também a digrafos. Além disso, se  ⃗ é um grafo 
orientado e       é um arco incidente nos vértices   e  , então   denomina-se por cauda e 
  por cabeça. Por exemplo, no caso dos vértices 2 e 4 presentes no digrafo  ⃗⃗ representado 
na Figura 2.1 o vértice 2 é a cauda e o vértice 4 é a cabeça do arco      .  
Um grafo (digrafo) diz-se de ordem   se tem    vértices, isto é,  |    |    e de dimensão 
  se tem   arestas, |    |   . Um grafo de ordem e dimensão finita chama-se grafo 
finito. Em particular, um grafo de dimensão  , ou seja,       , diz-se um grafo nulo e 
os seus vértices são isolados. Um grafo de ordem 1 e dimensão 0 diz-se um grafo trivial. 
Ao longo deste trabalho vamos considerar sempre grafos finitos e sempre que se tornar 
irrelevante distinguir se o grafo é orientado ou não, adotaremos a terminologia e a notação 
associada aos grafos não orientados. 
7e
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O conjunto de todos vértices adjacentes a um vértice   denota-se por       ou 
simplesmente por      e chama-se vizinhança de  . Se         o vértice   diz-se um 
vértice isolado. 
O grau ou valência de um vértice   é o número de arestas incidentes nesse vértice e 
denota-se por      , ou simplesmente,     . No caso de existirem lacetes, este contribui 
duas vezes para o cálculo do grau. O maior grau de um grafo   denotam-se por      e o 
menor grau por     , e são definidos por  
                       e                        . 
No caso de um digrafo  ⃗, o grau de um vértice   pode ainda ser dividido em  semigrau de 
entrada,  
 ⃗
    , e semigrau de saída,  
 ⃗
    , do seguinte modo: 
 
 ⃗
     |{    ( ⃗)}|      
 ⃗
     |{    ( ⃗)}|  
 
Um grafo   diz-se k-regular ou regular de grau   se todos os seus vértices têm grau   
(    ). 
O resultado que se segue é habitualmente conhecido como o Lema dos apertos de mão, que 
estabelece que a soma dos graus dos vértices de um dado grafo é igual ao dobro do número 
de arestas, sendo portanto um número par.  
Lema 2.1 Seja   um grafo de ordem   com                          então 
∑            
 
   
 
onde   é o número de arestas de  . Em particular, a soma dos graus de   é um número par. 
Demonstração: De facto, a cada vértice    correspondem        arestas e cada aresta  
contém exatamente dois vértices, logo a soma dos graus de todos os vértices  é o dobro do 
número de arestas.  
□ 
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Como consequência deste lema, temos o seguinte resultado. 
Teorema 2.1 Todo o grafo   tem um número par de vértices de grau ímpar. 
Demonstração: Admitindo que   tem um número ímpar de vértices de grau ímpar, 
digamos                                     são os graus de cada um desses 
vértices, respetivamente. A soma destes graus é um número ímpar, pois 
                                ∑        
    
   
 ∑           
    
   
 
                                                         (  ∑   
    
   
)     
Como a soma de números pares é par e a soma de um número par com um número ímpar é 
ímpar, resulta uma contradição com o Lema 2.1. Logo   deve ter um número par de 
vértices de grau ímpar. 
□ 
 
Um grafo  diz-se um subgrafo de   se             e            e, por sua vez,    
diz-se um supergrafo de  . Se, além disso,          ,   diz-se um subgrafo 
abrangente de  .   
Se    ̂       , o subgrafo cujo conjunto de vértices é   ̂ e o conjunto de arestas é o 
conjunto de todas as arestas de   com ambos extremos em  ̂  diz-se subgrafo de   
induzido por   ̂ e denota-se por  [ ̂]. 
 
Exemplo 2.1 Considerando o grafo         onde,               e                     
                                     , o subgrafo de   induzido pelo subconjunto 
de vértices   ̂             é o grafo     ̂       onde                          
(ver Figura 2.2). 
Capítulo 2. Noções Elementares de Grafos e Matrizes 
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Figura 2.2: Grafo   e o subgrafo do grafo   induzido pelo subconjunto de vértices 
 ̂           . 
Seja   um grafo simples. O grafo complementar de  , denotado por  ̅, é um grafo com o 
mesmo conjunto de vértices de   no qual dois vértices são adjacentes se e só se não são 
adjacentes em  . 
Exemplo 2.2 Considerando   {           {                              }}, o grafo 
complementar de   é  ̅  {            {                              }}, (ver Figura 
2.3). 
                  
Figura 2.3: O grafo    e o seu complementar. 
Note-se que o grafo complementar de um grafo    -regular de ordem   é um grafo 
       -regular pois, cada vértice de  ̅ é adjacente a       vértices em  ̅. 
4
5 2
4
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2.1.2 Alguns Grafos Especiais 
Existem alguns grafos que merecem um destaque especial dadas as suas características. Os 
grafos completos, os ciclos, os grafos bipartidos e os grafos planares, são alguns exemplos 
de grafos com características especiais. Nesta secção iremos abordar apenas os grafos 
completos e os ciclos, os grafos bipartidos e os grafos planares serão apresentados 
posteriormente. 
Um grafo com   vértices no qual todos os pares de vértices são adjacentes diz-se um grafo 
completo e denota-se por    . Um grafo conexo diz-se um ciclo de ordem   e denota-se 
por   , se cada vértice tem exatamente duas arestas nele incidentes.  É claro que, para cada 
 , o grafo completo    é        -regular e    é  -regular  (ver Figura 2.4 e Figura 2.5).  
 
Figura 2.4: Grafo completo,   , 1≤ n ≤ 6. 
 
Figura 2.5: Ciclos,     , 1≤ n ≤ 6. 
Qualquer um dos grafos representados na Figura 2.3 é um    . Trata-se do mesmo grafo a 
menos de um isomorfismo, como se verá mais adiante, e o primeiro grafo na Figura 2.2 é 
um   . 
K6K5K4K3K2K1
C6C1 C2 C3 C4 C5
Capítulo 2. Noções Elementares de Grafos e Matrizes 
12   
  
 Um grafo   diz-se  -partido se admite uma partição do conjunto dos seus vértices em   
subconjuntos não vazios,            , de modo que não exista um aresta entre cada par de 
vértices de cada subconjunto   , com      .  
Por exemplo, o grafo de Petersen é um grafo  -partido ou tripartido uma vez que admite 
uma partição do conjunto dos seus vértices em três subconjuntos distintos,                     
             ,            e           . 
 
Figura 2.6: Grafo de Petersen. 
Os grafos  -partidos ou bipartidos serão estudados na secção 2.2.  
2.1.3 Grafos Isomorfos  
Definição 2.2 Sejam   (         ) e   (         ) dois grafos. Diz-se que   e 
  são isomorfos, se existem uma bijecções             tal que           se e só se 
              . 
 
Exemplo 2.3 Vamos mostrar que o grafo  , o conhecido grafo de Petersen, admite o grafo 
  como uma representação isomorfa (ver Figura 2.7). 
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Figura 2.7: Dois grafos isomorfos. 
A função                                                    tal que       , 
      ,       ,        ,         e       ,       ,        ,         e 
        é uma bijecção que preserva a adjacência sendo, por isso,  um isomorfismo 
entre os grafos   e  . 
2.1.4 Conceitos Métricos  
Nesta secção são introduzidos os conceitos de passeio, trajeto e caminho, bem como 
algumas propriedades métricas que podem ser vistas como uma adaptação à teoria dos 
grafos dos conceitos métricos usuais.   
Definição 2.3 Dado um grafo  , designa-se por passeio entre os vértices   e  , toda a 
sequência de vértices e arestas da forma                                     , 
com eventual repetição de vértices e arestas. Neste caso, os vértices   e   designam-se por 
extremos do passeio, sendo   o vértice inicial e   o vértice final. 
Definição 2.4 Um passeio num grafo   sem arestas repetidas diz-se um trajeto e um 
passeio sem vértices repetidos designa-se por caminho. Um trajeto em que o vértice inicial 
coincide com o vértice final diz-se um trajeto fechado ou circuito e um caminho em que o 
vértice inicial coincide com o vértice final designa-se por ciclo.  
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O comprimento de um passeio, de um trajeto ou de um caminho é igual ao número de 
arestas que o constitui, contando eventuais repetições. 
É comum indicar uma sequência de vértices                    tal que                 
para          ,  para exibir um passeio, um trajeto ou um caminho.  
Exemplo 2.4 No grafo representado na Figura 2.8 estão representados a vermelho um 
passeio, a azul um trajeto e a verde um caminho entre os vértices 1 e 2. O passeio é dado 
pela sequência               e tem comprimento 6, dado que se repetem os vértices 5 e 7 
e a aresta 57. O trajeto tem comprimento 5 e é dado pela sequência            , na qual 
não há repetição de arestas e apenas se repete o vértice 6. O caminho é dado pela sequência 
          e tem de comprimento 4. Note-se que este não é o caminho mais curto entre os 
referidos vértices; o caminho mais curto entre os vértices 1 e 2 tem comprimento 1 já que 
estes vértices são adjacentes. 
  
Figura 2.8: Ilustração de um passeio, de um trajeto e de um caminho. 
A distância entre dois vértices define-se como sendo o comprimento do caminho de menor 
comprimento entre eles, no caso de tal caminho existir. Caso contrário, diz-se que a 
distância entre os dois vértices é infinita.  
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Figura 2.9: Grafo  . 
Por exemplo, no grafo representado na Figura 2.9 a distância entre os vértices 1 e 4 é 2 e, 
como não existe um caminho entre os vértices 1 e 6, a distância entre 1 e 6 é infinita. 
O comprimento do circuito de menor comprimento num dado grafo diz-se cintura do 
grafo, caso tal circuito exista. Caso contrário, diz-se que o grafo tem cintura infinita. 
Seja   um grafo e   um vértice de  . Designa-se por excentricidade de um vértice a maior 
distância entre esse vértice e os restantes vértices do grafo. A maior excentricidade dos 
vértices de   diz-se diâmetro de   e denota-se por        . Por sua vez, a menor 
excentricidade dos vértices de   diz-se raio de   e denota-se por      . Cada vértice cuja 
excentricidade é igual ao raio de   denomina-se por vértice central de   e o conjunto 
desses vértices por centro de  . 
2.1.5 Conexidade 
Definição 2.5 Um grafo   diz-se conexo se existe um caminho entre cada par de vértices 
distintos. Caso contrário, diz-se desconexo ou não conexo. 
Observe-se que um grafo com um único vértice é conexo, pois podemos considerar que 
existe um caminho de comprimento zero entre um vértice e ele próprio. 
Exemplo 2.5 O grafo representado na Figura 2.10 é um grafo conexo e o grafo 
representado na Figura 2.11 é um grafo desconexo.  
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Figura 2.10: Um grafo conexo. 
 
Figura 2.11: Um grafo desconexo. 
 
Se um grafo   é desconexo é possível encontrar uma partição do conjunto do seus vértices, 
    , em dois ou mais subconjuntos disjuntos,   ,   , … ,    , de modo que os subgrafos 
de   induzidos por esses subconjuntos de vértices sejam conexos maximais. Os subgrafos 
induzidos pelos subconjuntos de vértices   ,   , … ,    chama-se  componentes conexas de 
 . 
Decorre que um grafo é conexo se e só se admite uma única componente conexa.  
Definição 2.6 Seja   um grafo conexo. Uma aresta        diz-se uma ponte ou uma 
aresta de corte de   se o grafo obtido por eliminação dessa aresta tem um número de 
componentes conexas superior ao número de componentes conexas de  . De modo 
idêntico, um vértice   diz-se um vértice de corte de   se eliminando esse vértice (e as 
arestas que nele incidem) se obtém um grafo com um número de componentes conexas 
superior ao número de componentes conexas de  . 
 
Teorema 2.2 Se   é um grafo de ordem   tal que            ⁄ , então   é conexo. 
Demonstração: Mostremos por indução sobre  .  
 Se    ,              ⁄ , e    é conexo. 
Suponhamos, por hipótese, que todo o grafo ordem     tal            ⁄   é 
conexo.  
3
87
56
2
1 4
6
3
2
1
5 4
2.1 Conceitos Fundamentais sobre Grafos 
17 
 
Seja   um grafo de ordem     com      (       )  ⁄    ⁄        ⁄    
(nenhum vértice de   é isolado). Tomemos um vértice        e seja   o subgrafo de   
com               e                      , isto é, o subgrafo de   que se 
obtém eliminando o vértice   e todas as arestas que nele incidem.   tem ordem   e 
                ⁄ , logo, por hipótese de indução,   é conexo. Como   se obtém 
de   juntando-lhe o vértice   e as arestas que o ligam a  , pode concluir-se que   é 
conexo. 
□ 
2.1.6 Árvores e Florestas 
Um grafo simples e conexo que não contém ciclos diz-se uma árvore e um grafo simples 
que não contém ciclos diz-se uma floresta, ou seja, uma floresta é uma reunião disjunta de 
(uma ou mais) árvores.  
 
Figura 2.12: Ilustração de uma floresta formada por quatro árvores. 
 
Teorema 2.3 Seja   um grafo simples de ordem  , então são equivalentes as seguintes 
afirmações: 
a)   é uma árvore; 
b)    não contém ciclos e tem     arestas; 
c)   é conexo e tem     arestas; 
d)   é conexo e cada aresta é uma ponte;  
e) Quaisquer dois vértices de   estão ligados por um único caminho;  
f)   não contém ciclos, mas acrescentando uma aresta obtém‐se um ciclo. 
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Demostração: 
         
Seja   uma árvore de ordem  . Quer-se mostrar que   não contém ciclos e tem     
arestas. A qual será demonstrada por indução sobre o número de arestas. 
Se    , então a única árvore que é possível formar é a trivial e neste caso não existem 
arestas (     ) e o número de vértices excede em uma unidade o número de arestas tal 
como era esperado. 
Suponhamos que a implicação é valida para um grafo de ordem    , com    . 
Vejamos para um grafo de ordem  . 
Seja   um grafo conexo, acíclico e de ordem  , que se obtém a partir de   por adição de 
um vértice e consequentemente de uma aresta (A adição de mais do que uma aresta iria 
originar um ciclo dado que   é conexo). Assim, 
|    |  |    |    (       )         
Como   é uma árvore não contem circuitos, que por sua vez, não contem ciclos. 
        
Seja   um grafo de ordem   que não contém ciclos e tem     arestas. Pretende-se provar 
que   é conexo e tem     arestas utilizando o método de redução ao absurdo. 
Suponhamos que   não é conexo. Então, como   não contém ciclos, cada uma das suas 
componentes conexas,             , não contem ciclos e |     |  |     |    , com 
         . Desta forma,   
|    |  ∑|     |
 
   
 ∑ |     |    
 
   
 ∑|     |
 
   
       
O que contradiz a hipótese de   ter     arestas. Portanto   é conexo. 
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Seja   um grafo conexo de ordem   com     arestas. Pretende-se provar que   é conexo 
e que cada uma das suas arestas é uma ponte. 
Como   é conexo e tem     arestas, qualquer que seja a aresta que se elimine obtém-se 
um grafo desconexo com duas componentes conexas. Portanto, cada aresta de   é uma 
ponte. 
        
Seja   um grafo conexo de ordem   e cada uma das suas arestas é uma ponte. Queremos 
mostrar que quaisquer dois vértices,          estão ligados por um único caminho. 
Por definição de grafo conexo, quaisquer dois vértices de   estão ligados por um caminho. 
Como qualquer aresta de   é uma ponte então entre os vértices   e   existe um único 
caminho.   
        
Seja   um grafo de ordem   em que quaisquer dois vértices           estão ligados por 
um único caminho. Pretendemos provar que   não contém ciclos, mas acrescentando uma 
aresta obtém‐se um ciclo. 
Suponhamos que   tem um ciclo. Então quaisquer dois vértices pertencentes a esse ciclo 
estão ligados por dois caminhos o que contradiz a hipótese inicial. Logo   não contém 
ciclos. Agora falta provar que acrescentando uma aresta ao grafo   obtém‐se um ciclo. 
Sejam   e   dois vértices arbitrários de  . Por hipótese   e   estão ligados por um único 
caminho. Então, acrescentando mais uma aresta ao grafo vamos obter um ciclo.  
        
Seja   um grafo de ordem   que não contém ciclos, mas acrescentando uma aresta obtém‐
se um ciclo. Provar que   é uma árvore resulta diretamente da definição, pois   é uma 
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árvore se for grafo conexo e não contiver ciclos. Então falta mostrar que   é um grafo 
conexo. 
Suponhamos que   não é conexo. Então existem pelo menos dois vértices,   e  , que não 
estão ligados por um caminho. Acrescentando ao grafo   a aresta    passará a existir um 
caminho que liga os dois vértices. Porém esse caminho é único e consequentemente não se 
obtém um ciclo, o que contradiz a hipótese. Logo,   é conexo. 
□ 
 
Teorema 2.4 Seja   uma árvore de ordem    . Então   possui pelo menos dois vértices 
de grau 1. 
Demonstração: Fazemos a demonstração por indução sobre  . Se    , a única árvore 
com dois vértices é    que tem dois vértices de grau 1. Admitamos que o resultado é 
válido para árvores de ordem      . Consideremos uma árvore   de ordem  .   
possui     arestas. Se toda a aresta de   contém um vértice de grau 1 então   contém 
pelo menos dois vértices de grau 1 e o resultado está provado. Suponhamos agora que 
existe uma aresta    de   tal que      e      são maiores do que 1. O grafo        é 
desconexo com duas componentes conexas    e   , cada uma de ordem menor que    . 
Suponhamos que         e         com |     |     e |     |    . Como      e 
     em    e    são pelo menos 1, tem-se          e, portanto, por hipótese de indução, 
   e    têm pelo menos dois vértices de grau 1. Ainda que             em    e   , 
respetivamente, podemos concluir que    e    têm cada uma pelo menos mais um vértice  
de grau 1 e, consequentemente   tem no mínimo  dois vértices de grau 1. 
□ 
 
Um problema interessante e frequente em algumas aplicações da teoria dos grafos é o de 
determinar qual o número mínimo de arestas de um grafo que devemos remover de modo a 
obter uma árvore. Consideremos um grafo   conexo de ordem   e dimensão   que não seja 
uma árvore. Seja    uma aresta pertencente a um ciclo de   e seja       . Este grafo é 
ainda conexo. Se existirem mais ciclos em  , repetindo esta operação de eliminação de 
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arestas obtém-se uma árvore. Como esta árvore tem   vértices, o mesmo número de 
vértices de   , tem     arestas e, portanto, o número de arestas removidas é   
            arestas. Uma árvore nestas condições diz-se uma árvore abrangente 
de  . Para um grafo   podem existir mais do que uma árvore abrangente não isomorfas. 
Exemplo 2.6 Vamos determinar duas árvores abrangentes não isomorfas do grafo conexo 
  de ordem    e dimensão    representado na Figura 2.13. 
Aplicando o resultado anterior, o número mínimo de arestas a eliminar de modo a obter 
uma árvore abrangente é              . 
Para determinar duas árvores abrangentes de   basta eliminar   das suas arestas de modo a 
conservar as propriedades de conexidade (ver Figura 2.14). 
      
Figura 2.13: Grafo       
                   
Figura 2.14: Exemplo de duas árvores abrangentes não isomorfas do grafo  . 
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2.2 Grafos Bipartidos 
Nesta secção serão sumariados alguns conceitos, teoremas e propriedades referentes a 
grafos bipartidos. A principal referência utilizada nesta secção é o livro [10]. 
Assim, podemos dar a seguinte definição, em particular. 
Definição 2.7 Um grafo   diz-se bipartido se admite uma partição do conjunto dos seus 
vértices em dois subconjuntos não vazios,      e    , de modo que qualquer aresta de   é 
incidente num vértice de     e noutro de   .  
Um grafo bipartido em que todo o vértices de    é adjacente a todo o vértice de   , sem 
arestas paralelas nem lacetes, diz-se bipartido completo, e denota-se por    , com 
|  |    e |  |   . No caso particular de |  |   ,   denomina-se por estrela. 
Na Figura 2.15 estão representados dois exemplos de grafos bipartidos, os grafos      e   . 
O grafo bipartido      admite a partição do conjunto de vértices nos subconjuntos    
         e               . Por sua vez, o grafo    admite a partição do conjunto de 
vértices nos subconjuntos              e            . 
 
 
    
Figura 2.15: O grafo bipartido       e   , respetivamente.  
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Teorema 2.5 Toda a árvore   (         ) é um grafo bipartido. 
Demonstração: Demonstração por indução sobre o número de vértices de  ,  . 
Se | |   ,   é bipartido:      {      }. 
Admitamos, por hipótese, que toda a árvore com     vértices é bipartida. 
Seja   uma árvore com   vértices e   um vértice de   de grau 1. Então       é uma árvore 
de ordem     e, por hipótese de indução, é bipartida.  
Como        ,   tem apenas um vizinho em  . Se o vizinho de   está em   coloca-se   
em  , se está em   coloca-se   em  , obtendo-se assim uma bipartição de      que 
satisfaz as condições de não adjacência no grafo bipartido. 
□ 
 
Como consequência imediata deste teorema, podemos concluir que toda a floresta   é um 
grafo bipartido. Para tal, basta tomar cada conjunto da bipartição de   como a união dos 
conjuntos que formam as bipartições de cada uma das componentes conexas de  . 
Teorema 2.6 Um grafo   é bipartido se e só se não contém ciclos de comprimento ímpar. 
Demonstração: Comecemos por demonstrar a condição suficiente. Seja                        
  (         ) um grafo bipartido e seja       uma partição de     . Se G é uma 
árvore,   não tem qualquer ciclo e, portanto, não tem ciclos de comprimento ímpar. Seja 
agora   um grafo que contém ciclos, tomemos                  um qualquer ciclo de  , e 
admitamos que     . Então, como   é bipartido, temos      ,     , e assim 
sucessivamente, ou seja,      para todo   ímpar e      para todo   par. Como    é 
adjacente a   ,   deve ser par e então o ciclo tem comprimento par. 
Para mostrar o recíproco admitamos que   é conexo. (Se não for prova-se para cada 
componente conexa e constrói-se uma bipartição de      como a união das partições de 
cada componente). 
Admitamos que   (         ) só tem ciclos de comprimento par e provemos que 
     admite uma partição em dois conjuntos   e  . 
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Seja         que arbitrariamente colocamos num conjunto  . Para cada    , vamos 
colocar os vértices    no conjunto   ou no conjunto  .  
Para cada          há pelo menos um caminho entre    e    (porque   é conexo),    
tem pelo menos um vizinho em             , vértices que já estão colocados nos 
conjuntos   ou  . Se todos os vizinhos de    estão em   coloque-se    em  , se estão em 
  coloque-se    em  . Fica assim garantido que os vértices em   não são adjacentes aos 
vértices em   e que o mesmo se verifica em  . 
Note-se que    não pode ter vizinhos em ambos os conjuntos, ou seja      . De facto, 
suponhamos que existem        tal que       e        e    é adjacente a ambos    e 
  . Como   é conexo existe um caminho entre    e    :                    .  
Como        ,     ,     , e assim por diante de modo a que os vértices com 
índice ímpar estão em   e com índice par estão em  . Como         , tem que ser   
par. Mas então,                     é um ciclo de comprimento ímpar, o que contraria a 
hipótese. 
□ 
 
Resulta diretamente do Teorema 2.6 que uma árvore é um grafo bipartido. Considerando a 
árvore representada na Figura 2.16 constatamos que esta admite uma partição do seu 
conjunto de vértices nos subconjuntos não vazios,          e                . 
 
Figura 2.16: Uma árvore. 
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2.3 Grafos Planares 
Em muitas aplicações da teoria dos grafos é importante encontrar uma representação 
pictórica de um grafo de modo a que as suas arestas não se cruzem. Se tal representação for 
exequível dizemos que o grafo é planar.  
As principais referências utilizadas nesta secção são os livro [10] e [7]. Em seguida, 
apresenta-se uma definição formal de grafo planar. 
Definição 2.8 Um grafo diz-se planar se admite uma representação na qual quaisquer duas 
arestas só se intersetam (eventualmente) nos vértices em que incidem. Ou seja, um grafo 
diz-se planar se admite uma representação planar. 
Repare-se que nem sempre é possível obter a representação planar de um dado grafo. 
Exemplo 2.7 Na Figura 2.17 (b) mostra-se uma representação planar do 3-cubo 
representado em (a).  
 
(a) 
 
(b) 
Figura 2.17: O cubo e uma sua representação planar. 
Ao projetarmos no plano um grafo vamos (eventualmente) obter um determinado número 
de regiões limitadas às custas das suas arestas. A estas regiões chamam-se faces limitadas. 
Para além das regiões limitadas existe uma região ilimitada exterior ao grafo, a qual de 
denomina por face ilimitada. O número de faces de um grafo é igual ao número total de 
faces, ou seja, é igual ao número de faces limitadas mias 1. 
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A conhecida fórmula de Euler mostra que para qualquer representação planar de um grafo, 
o número de faces, arestas e vértices desse grafo estão relacionados.  
Teorema 2.7  Se   (         ) é um grafo conexo e planar então 
|    |  |    |  |    |     
onde, |    | representa o número de faces de  . 
Demonstração: A demonstração deste teorema será feita por indução sobre o número de 
arestas. 
Denotaremos por    um grafo conexo e planar não trivial, onde     designa o número 
de arestas de   .  
De facto, para    , o resultado é verdadeiro. Pois, como    é um grafo conexo e tem 
apenas uma aresta    tem apenas uma face, a face ilimitada. Aplicando a Fórmula de Euler 
temos,  |     |  |     |  |     |   ⇔        ⇔    . 
Suponhamos que o resultado é valido para um grafo com     arestas, ou seja, 
|       |  |       |  |       |    . Mostremos que o resultado é válido para um 
grafo com   arestas. 
Ora,    pode ser obtido às custas de      acrescentado apenas uma aresta ou 
acrescentando uma aresta e um vértice.  Vejamos então cada um dos casos. 
Suponhamos que    é obtido às custas de      acrescentado uma aresta incidente em dois 
vértices de     . Assim, vem que |     |  |       |    e |     |  |       |. 
Dado que      é um grafo conexo, ao acrescentarmos mais uma aresta entre dois vértices 
existentes ao grafo      vamos obter mais um ciclo e, consequentemente, mais uma região 
limitada. Logo |     |  |       |   . 
Portanto,  
 |     |  |       |     
     |       |  |       |       , por hipótese de indução  
    |     |               
     |     |  |     |   .    
2.3 Grafos Planares 
27 
 
Suponhamos agora que    é obtido às custas de      acrescentado um vértice e uma aresta 
incidente nesse vértice e num vértice de     . Neste caso, |     |  |       |   ,  
|     |  |       |    e  |     |  |       |. 
Portanto,  
 |     |  |       |  
     |       |  |       |    , por hipótese de indução  
    |     |                 
     |     |  |     |   ,   
O que completa a demonstração. 
□ 
 
Usando a fórmula de Euler podemos obter vários resultados para grafos planares, bem 
como mostrar a existência de grafos não planares.  
Lema 2.2 O grafo completo    é não planar. 
Demonstração: Admitamos que    é planar. Sejam           os seus vértices, como 
mostra a Figura 2.18. 
 
Figura 2.18: O grafo completo   . 
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Como    é um grafo completo, quaisquer dois vértices estão ligados por uma aresta. O 
ciclo      é uma curva de Jordan1,  , no plano e o vértice   fica necessariamente na parte 
do plano limitada por   para o lado de dentro ou na parte do lado de fora de  .  
Admitamos que o vértice   pertence à parte de dentro (a outra hipótese é semelhante). 
Então as arestas   ,   ,    dividem esta parte do plano em três regiões cada uma delas 
limitada pelos ciclos     ,      e     . 
Tomemos agora o vértice  . Este vértice pertence ao interior de uma das quatro regiões. 
Admitamos que pertence ao exterior da curva  . Então, pelo teorema de Jordan, a aresta 
   cruza   numa das suas arestas contradizendo o facto de     ser planar. 
Os casos em que admite que o vértice   pertence ao interior de uma das regiões leva a 
resultado semelhante.  
□  
Lema 2.3 O grafo bipartido      é não planar. 
Demonstração: A demonstração é análoga à demonstração do Lema 2.2. 
□ 
 
Além dos grafos      e   , qualquer grafo que admita um destes dois grafos como 
subgrafo também não é planar. Esta condição necessária e suficiente de planaridade 
encontra-se estabelecida no conhecido Teorema de Kuratowski. A demonstração deste 
teorema é bastante elaborada e poderá ser consultada em [1]. 
Dado um grafo   e uma aresta     , diz-se que   é contraída se os vértices   e   são 
fundidos e, consequentemente, substituídos por um novo vértice   que conserve as 
relações de adjacência dos vértices   e   com os restantes vértices do grafo  . Esta 
operação designa-se por operação de contração de arestas de  . 
Um grafo obtido de um grafo   por contração de arestas ou por subdivisão (que consiste 
em introduzir um novo vértice numa aresta) diz-se um menor de  . 
                                                 
1
 Uma curva de Jordan é uma curva simples (que não se auto intersecta), contínua e fechada; uma curva de 
Jordan,  , divide o plano em duas regiões, ditas interior da curva e exterior da curva. 
 O teorema de Jordan estabelece que qualquer linha que liga um ponto no interior de   com um ponto do 
exterior de  , cruza necessariamente a curva   em algum ponto. 
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Teorema 2.8 (Kuratowski) Um grafo   é planar se e só se não contém como menor o 
grafo      ou   . 
Como consequência do Teorema de Kuratowski um grafo é planar se e só se não é possível 
obter o grafo      ou    através de uma contração de arestas ou de eliminação de vértices 
ou arestas. 
O grafo Petersen não admite uma representação planar nem contém o grafo       nem o 
grafo    como subgrafos. Porém, através da operação de contração de algumas das suas 
arestas e eliminação de vértices podemos obter os grafos      e   . 
 
 
Figura 2.19: Grafo de Petersen. 
 
Figura 2.20: Grafo    obtido por 
contração das arestas   ,   ,   ,    e       
do grafo de Petersen. 
 
Figura 2.21: Grafo      obtido por 
eliminação do vértice   e contração das 
arestas   ,     e       do grafo de 
Petersen.
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2.4 Grafos e Matrizes 
Embora seja, por vezes, muito conveniente representar um grafo por um diagrama, tal 
representação revela-se sem interesse prático quando estamos perante um grafo de grande 
dimensão ou quando pretendemos usar o computador para armazenar dados ou efetuar 
cálculos em problemas modelados por grafos.  
Existem várias formas de representar um grafo, sendo as principais por intermédio de 
diagramas, listas e matrizes. A adequação de cada uma destas representações para a 
resolução de um problema depende da natureza do problema em si, da estrutura do grafo 
em questão, entre outros.  
Nesta secção vamos fazer uma breve abordagem a algumas dessas matrizes, 
nomeadamente a matriz de adjacência, a matriz de incidência, a matriz das distâncias e a 
matriz dos custos. Ao longo desta abordagem vamos usar como referências principais os 
livros [10], [6], [8] e [9]. 
2.4.1 Matriz de Adjacência  
Dado um grafo   de ordem  , designa-se por matriz de adjacência de   e denota-se 
por           , a matriz quadrada de ordem  ,  tal que cada uma das entradas      é 
igual ao número de arestas entre os vértices    e   . Se, eventualmente, existirem lacetes no 
vértice    a entrada     é o dobro do número de lacetes existentes no respetivo vértice. No 
caso de digrafos, cada uma das entradas      é igual ao número de arcos com cauda no 
vértice    e cabeça no vértice   . 
Observe-se que dado um grafo, a construção da respetiva matriz de adjacência depende da 
ordem pela qual se consideram os vértices. Assim, o mesmo grafo admite várias matrizes 
de adjacência, podendo estas ser obtidas umas às custas das outras por permutação de 
linhas e/ou colunas.  
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Exemplo 2.8 Vamos determinar a matriz de adjacência associada aos grafos   e  ⃗ 
representados na Figura 2.22. Assim,  
   
     
[
 
 
 
 
  
  
   
   
  
  
  
   
   
   ]
 
 
 
 
 
  
   ⃗  
[
 
 
 
 
  
  
   
   
  
  
  
   
   
   ]
 
 
 
 
 
                                     
Figura 2.22: Representação pitagórica do grafo   e do digrafo  ⃗, respetivamente.  
É importante salientar que no caso dos grafos não orientados a respetiva matriz de 
adjacência é uma matriz simétrica, isto é,     , onde    designa a matriz transposta de 
 .  Se   não possui lacetes todas as entradas da diagonal principal da respetiva matriz de 
adjacência são nulas e, por sua vez, se não possuir arestas paralelas as entradas da matriz 
só podem tomar os valores 0 e 1. A soma de todas as entradas de cada linha da matriz de 
adjacência,     , (ou coluna, uma vez que se trata de uma matriz simétrica) é igual ao 
grau do vértice correspondente a essa linha, ou seja, é igual ao número de vizinhos desse 
vértice, isto é, 
∑   
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É claro que também a soma de todas as entradas de      é 2 |    |, conforme atesta o 
Lema 2.1. 
Um grafo é desconexo com componentes conexas    e    se e só se a sua matriz de 
adjacência pode ser particionada  do seguinte modo 
      [
       
     
       
] 
Onde       e       são as matrizes de adjacência das componentes conexas    e   , 
respetivamente. 
Na Figura 2.23 está representado um grafo   desconexo e a respetiva matriz de adjacência, 
     , na qual é possível identificar as componentes conexas,    e   , do grafo    e as 
respetivas matrizes de adjacência       e      .  
 
                         
             
[
 
 
 
 
 
 
       
       
       
        
       
       
       ]
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.23: O grafo   e a respetiva matriz de adjacência,     .                  
 
O teorema que se segue constitui um bom exemplo da aplicação da matriz de adjacência na 
obtenção de resultados relacionados com a estrutura de um grafo (ver [2]). 
Teorema 2.9 Seja   um grafo simples e      a sua matriz de adjacência. O número de 
passeios de comprimento   entre os vértices    e    de  ,        , é igual à entrada    
  da 
matriz      . 
3
4
5
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Demonstração: Demonstração por indução sobre  .  
Para     o resultado é verdadeiro, na medida em que só existe um único passeio de 
comprimento 1 entre os vértices    e    se existir uma aresta que os ligue e neste caso, por 
definição de matriz de adjacência,                . 
Admitamos, por hipótese de indução, que para     o número de passeios de 
comprimento     entre os vértices    e    em   é igual à entrada    
    da matriz 
       . Vejamos para passeios de comprimento  . 
Ora,                    . Assim, qualquer que sejam              , vem que  
   
  ∑   
      
 
   
 ∑           
 
   
           
já que, se a cada passeio de comprimento     entre os vértices   e   acrescentamos uma 
aresta obtemos passeios de comprimento  . 
Logo,    
        , para todo o     o que completa a demonstração. 
□ 
 
 
Repare-se que as entradas da diagonal principal da matriz      ,     
 , correspondem ao 
número de passeios fechados de comprimento   cujo vértice inicial e final coincidem com 
o vértice   , com            .  
Exemplo 2.9 Considerando o grafo   representado na Figura 2.24 e a respetiva matriz de 
adjacência podemos tirar conclusões sobre alguns passeios de comprimento  .  
 
      
[
 
 
 
 
 
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   ]
 
 
 
 
 
 
Figura 2.24: O grafo   e a respetiva matriz de adjacência. 
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Desta forma temos: 
         
[
 
 
 
 
 
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   ]
 
 
 
 
 
  
A entrada     da matriz  
     dá-nos o 
número de passeios de comprimento 2 entre 
os vértices 2 e 4. Existem, portanto, dois 
passeios: 2,23,34,4 e 2,25,54,4. 
 
        
[
 
 
 
 
 
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   ]
 
 
 
 
 
  
Neste caso, também existe dois passeios de 
comprimento 3 entre os vértices 2 e 4, dado 
que, a entrada     da matriz  
      é dois. 
E os passeios são: 2,23,35,54,4 e 
2,25,53,34,4. 
 
      
[
 
 
 
 
 
   
     
     
    
      
     
    
     
   
    
    
   ]
 
 
 
 
 
 
Já quanto à matriz      , a entrada     é 
catorze. Portanto, existem catorze 
passeios de comprimento 4 entre os 
vértices 2 e 4, que são os passeios:
 
2,21,12,23,34,4  
2,21,12,25,54,4 
2,26,62,23,34,4  
2,26,62,25,54,4  
2,23,32,23,34,4  
2,23,32,25,54,4 
2,23,35, 53,34,4  
 2,25,52,25,54,4  
2,25,52,23,34,4 
2,25,53, 35,54,4  
2,25,54,45,54,4  
2,23,34,43,34,4  
2,25,54,43,34,4  
2,23,34,45,54,4 
 
Existem ainda, 22 passeios fechados de comprimento 4 que começam e terminam no 
vértice 2, 4 que começam e terminam no vértice 1, e assim sucessivamente. Poderíamos 
continuar a enunciar muito mais informação referente aos passeios, fechados ou não, de 
comprimento   no grafo  . 
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Analogamente, podemos demonstrar que para qualquer digrafo  , o elemento    
  da matriz 
      dá-nos o número de passeios de comprimento   do vértice    para o vértice   , 
       . 
As potências da matriz de adjacência de um grafo podem ser usadas para concluir acerca 
da sua conexidade. De facto, um grafo   de ordem   é conexo se e só se 
∑                   
onde J denota a matriz de ordem   com todas as entradas iguais a 1. Na verdade se   é 
conexo, existe um caminho entre quaisquer vértices, cujo comprimento não é superior a 
    pelo que, para qualquer           existe       tal que      . Por outro 
lado, se ∑                se verifica então , para cada          , existe       tal 
que    
   ; como   
         conclui-se assim que entre    e    existe pelo menos um 
caminho de comprimento      . 
Do Teorema 2.9 resultam ainda os seguintes resultados cuja demostração se poderá 
encontrar em [3].  
I. O traço de       é igual ao dobro do número de arestas de   isto é,      
           |    |.  
II. O número de ciclos de comprimento três de   é uma sexta parte do traço de      , 
ou seja,             , onde   designa o número de ciclos de comprimento três. 
III.            |  |   |    |   ∑   
  
   , sendo  |  |  é o número de ciclos de 
comprimento quatro. 
2.4.2 Matriz de incidência 
A matriz de incidência associada a um grafo  , não orientado, de ordem   e dimensão   é 
a matriz rectangular de dimensões    ,           ,  com       e       , tal 
que 
    {
         e a are ta      n   ente   m    ert  e  
         e a are ta     um  a ete                         
         a     ntr r                                                
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Exemplo 2.10 Considerando o grafo   representado na Figura 2.25 vamos determinar a 
respetiva matriz de incidência. 
 
 
Figura 2.25: A figura representa um grafo  . 
                                       
     
   
   
   
   
  
  
 
[
 
 
 
 
 
                    
                    
                    
                    
                    
                    ]
 
 
 
 
 
 
 
No caso particular de   se tratar de um grafo simples, a respetiva matriz de incidência tem 
todas as entradas iguais a 1 ou 0. Além disso, como cada aresta é incidente em exatamente 
2 vértices, cada coluna da matriz tem exatamente      1’  e a soma dos elementos de cada 
linha é igual ao grau do vértice correspondente. Por sua vez, uma linha cuja soma dos 
elementos é zeros corresponde a um vértice isolado. Se, eventualmente, duas colunas da 
matriz são iguais, estas correspondem a arestas paralelas e indicam, portanto, que o grafo 
não é simples.  
Repare-se que se as matrizes de incidência de dois grafos diferem apenas por uma 
permutação de linhas e/ou colunas então estamos perante dois grafos isomorfos. 
A matriz de incidência de um digrafo sem lacetes define-se de forma análoga. Dado um 
digrafo  ⃗ sem lacetes, com   vértices e   arcos, a matriz de incidência de  ⃗ é a matriz 
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   ⃗       , com       e      , associada com a orientação dos arcos do grafo 
na qual para cada           ,     é a cauda  e    é a cabeça, tal que 
    {
               e        a  a e a   e                                    
               e        a  au a   e                                         
               e     n       n   ente   m                          
  
 
Por exemplo, no digrafo representado na Figura 2.26, a matriz de incidência do digrafo  ⃗ é 
dada por: 
                                                                
 ( ⃗)  
   
   
   
   
  
  
 
[
 
 
 
 
 
  
            
          
          
            
            
          
            
          
            
  
    
    
          
            
            
            
        
            
            
            
        
    
    
    
   
]
 
 
 
 
 
 
    
Figura 2.26: A figura representa o digrafo  ⃗. 
Observe-se que a soma do valor absoluto dos elementos de uma dada linha da matriz de 
incidência é igual ao grau do vértice correspondente. No caso particular de se tratar de um 
digrafo sem lacetes, em cada coluna da respetiva matriz de incidência há um único 
elemento igual a   e outro igual a   , sendo os restantes nulos. E a soma dos elementos de 
cada coluna é nula. O número de  ’  de uma certa linha da matriz dá-nos o semigrau de 
entrada do vértice correspondente a essa linha, o número de   ’  dá-nos o semigrau de 
saída do vértice correspondente a essa linha. 
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2.5 Grafos Pesados 
Esta secção é destinada à apresentação de alguns conceitos e propriedades dos grafos 
pesados. Sendo estes grafos que contêm informação numérica (pesos) relativamente a 
distância, tempo, probabilidade, etc., associada às suas arestas ou vértices. Contudo, nesta 
abordagem só serão explorados os grafos pesados com pesos nas arestas. A principal 
referência utilizada nesta secção é o livro [10]. 
Definição 2.9 Um grafo cujas arestas têm associado um número chamado peso ou custo, 
diz-se um grafo com pesos ou custos nas arestas ou, simplesmente, grafo pesado. Este 
representa-se pelo terno          , onde        é uma matriz quadrada de ordem 
  em que a entrada     corresponde ao custo da aresta        , se esta existir, caso 
contrario      . 
Na Figura 2.27 apresenta-se um grafo pesado e a respetiva matriz de pesos. 
 
 
  
[
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Figura 2.27: Grafo   e a respetiva matriz de custos . 
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Os grafos pesados frequentemente são representados pela sua matriz de custos dada a sua 
utilidade na resolução de inúmeros problemas do dia-a-dia, principalmente problemas que 
envolvam distâncias. 
O caminho de menor distância possível entre dois vértices denomina-se por caminho 
mínimo, ou caminho mais curto, ou caminho de custo mínimo, consoante a natureza do 
problema a resolver.  
 Note-se que, nem sempre, o caminho mínimo entre dois vértices é o caminho com o 
menor número de arestas. Por exemplo, o caminho mais curto entre os vértices   e   do 
grafo representado na Figura 2.27 tem comprimento 23 e é constituído por duas arestas, as 
arestas    e   , apesar de os vértices   e   serem adjacentes. 
Para grafos com poucos vértices a determinação do caminho mais curto entre dois vértices 
é muito simples. Porém, quando se trata de um grafo de ordem e dimensão mais elevadas a 
determinação desse caminho torna-se uma tarefa muito complicada se não impossível, 
podendo só ser ultrapassada com ajuda computacional e o recurso a algoritmos.  
Existem vários algoritmos que podem ser usados para determinar o caminho mais curto 
entre dois vértices. Entre eles, é muito utilizado o algoritmo de Dijkstra por ser um dos 
mais simples de aplicar.  
O algoritmo de Dijkstra consiste na determinação do caminho mínimo entre dois vértices, 
  e  , partindo de   e adicionando sucessivamente vértices a uma sequência até chegar a  . 
A escolha dos vértices a adicionar a essa sequência não é arbitrária, escolhem-se os 
vértices que nos permitem obter uma sequência de vértices que nos permite percorrer a 
menor distância possível. Convencionalmente, o algoritmo de Dijkstra pode ser descrito do 
seguinte modo:  
Algoritmo de Dijkstra 
Entradas: Um grafo conexo           e os vértices   e  . 
Saída     [ ],           . 
1. Para todo      fazer 
    [ ]   ; 
          [ ]   ; 
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          [ ]   ; 
                      ; 
          ; 
2. Repetir 
   ; 
Para todo               fazer 
 Se     [ ]      [ ]         então 
       [ ]      [ ]          
             [ ]    
Se     [ ]    então 
      ;  
      [ ];  
                     ; 
   ; 
      Até    ; 
      Devolver     [ ] ,           . 
 
Vamos aplicar o algoritmo de Dijkstra ao grafo representado na Figura 2.28 para a 
determinação do caminho mais curto entre o vértice   e  . 
 
Figura 2.28: O grafo   com os respetivos pesos nas arestas. 
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Na aplicação do algoritmo de Dijkstra este devolve-nos sempre o par ordenado 
                       relativamente ao vértice inicial   e ao vértice    que se encontra 
a caminho do vértice final. Na primeira interação como o vértice   é o vértice inicial 
(vértice de partida) consideramos que            ,            , com       e 
que não existem antecessores. Assim, aplicando o algoritmo de Dijkstra obtemos a 
seguinte tabela: 
Vértices 
Interação 
            Temporários 
1ª                                      
              
    
2ª                                 
           
    
3ª                              
         
    
4ª                         
       
    
5ª                   
   , 
    
6ª             
    
    
 
Analisando a tabela, podemos concluir que a distância do caminho mais curto entre os 
vértices   e   é 13 e é dado pela sequência de vértices          . 
A determinação de uma árvore abrangente de um grafo com pesos ou custos nas arestas 
não se resume à eliminação arbitrária de um determinado número de arestas mas sim de 
uma árvore abrangente do grafo cuja soma dos custos das arestas que a constituem seja 
mínima. Esta árvore diz-se árvore abrangente de custo mínimo. 
Tal como foi referido, nestas condições, a eliminação das arestas não é arbitrária e nem 
sempre é um processo de fácil execução. Porém, existem alguns algoritmos que nos 
permitem determinar a árvore abrangente de custo mínimo com relativa facilidade. Entre 
eles destacam-se os algoritmos de Kruskal e de Prim que estão descritos, por exemplo, em 
[4]. 
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 O algoritmo de Kruskal consiste em ordenar todas as arestas do grafo por ordem crescente 
dos respetivos pesos ou custos e, posteriormente, ir juntando as arestas, uma a uma, ao 
subconjunto de arestas que irá formar a árvore abrangente de custo mínimo. Mas estas só 
serão adicionadas ao conjunto se a sua junção não implicar a formação de um ciclo. O 
processo termina quando o número de arestas for    , sendo   a ordem do grafo. No 
final devolve uma árvore abrangente de custo mínimo e o valor do custo. 
Segue-se a descrição formal do algoritmo de Kruskal: 
Algoritmo de Kruskal 
Entradas: Um grafo pesado não orientado e conexo,          . 
Saída: Uma árvore abrangente de custo mínimo,          , e o valor do custo de  ,  . 
Início:     ,     ,    ,   | |. 
Enquanto |  |      faz 
(a) Determinar a aresta      de custo mínimo, com     | |. 
(b)         . 
(c) Se  , com a introdução da aresta    não contém um ciclo então faz 
           e        . 
Devolver   e  . 
 
Exemplo 2.11: Determinação de uma árvore abrangente de custos mínimos do grafo   
representado na Figura 2.29, usando o algoritmo de Kruskal. 
 
Figura 2.29: Grafo pesado  . 
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Ordenação das arestas por ordem crescente relativamente aos seus custos 
                                    
                                    
                               
                               
 
Vamos percorrer as doze arestas do grafo por ordem crescente dos seus custos e determinar 
uma árvore abrangente de custo mínimo. 
Aresta     Inserir   ? Árvore Abrangente 
      Sim      
      Sim          
      Sim               
      Sim                   
      Sim                       
      Não  
      Não  
      Não  
      Não  
       Não  
       Sim                           
 
O número de arestas no conjunto    é 6 (número de vértices menos 1), portanto, o processo 
está terminado. 
Como se pode observar a árvore abrangente que se obtém é constituída pelo conjunto de 
arestas                    , cuja representação pode ser observada na Figura 2.30.  
 
Figura 2.30: Árvore abrangente de custo mínimo do grafo   aplicando o algoritmo de 
Kruskal.  
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O algoritmo de Prim, também conhecido como o algoritmo do vizinho mais próximo, é um 
dos algoritmos mais simples de implementar na determinação de uma árvore abrangente de 
custo mínimo de um grafo de ordem mais reduzida. Neste algoritmo começa-se por 
considerar um vértice do grafo (vértice de partida) e escolhe-se a aresta de custo mínimo 
de entre as que lhe são incidentes e adiciona-se à árvore. Posteriormente, considera-se o 
outro extremo da aresta selecionada e assim sucessivamente até estarem contemplados 
todos os vértices do grafo sem repetir nenhum deles. Se se obtiver um ciclo ao 
adicionarmos a aresta escolhida à árvore esta aresta não é considerada e é escolhida outra 
aresta que satisfaça as condições.  
Formalmente, o algoritmo de Prim pode ser descrito da seguinte forma: 
Algoritmo de Prim 
Entradas: Um grafo pesado não orientado e conexo,          , de ordem  . 
Saída: Uma árvore abrangente de custo mínimo,  , e o valor do custo,  . 
Início:       , onde    ,     ,    . 
Enquanto |  |      faz 
(a) Determinar       , onde        , tal que      é uma aresta   de 
custo mínimo, com       e        . 
(b) Faz       {  }        {    },     {    } e        . 
Devolver   e  . 
 
Exemplo 2.12: Vamos determinar uma árvore abrangente,  , de custos mínimos do grafo 
  representado na Figura 2.27, aplicando o algoritmo de Prim. 
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Seja   o vértice inicial da árvore abrangente de custos mínimos. As tabelas que se seguem 
contêm a informação obtida na aplicação do algoritmo de Prim, onde          ,  
        e     o peso da aresta     , caso exista. 
               
           
       40         
 
A aresta de custo mínimo que será adicionada à árvore é a aresta   . Considerando, agora, 
o vértice   temos, 
             
          
    25          
 
A aresta de custo mínimo que será adicionada à árvore é a aresta   . Considerando, agora, 
o vértice   temos, 
 
 
A aresta de custo mínimo que será adicionada à árvore é a aresta   . Considerando, agora, 
o vértice   temos, 
         
         
    20    17 
 
A aresta de custo mínimo que será adicionada à árvore é a aresta   . Considerando, agora, 
o vértice   temos, 
       
       
    15    
 
A aresta de custo mínimo que será adicionada à árvore é a aresta   . Considerando, agora, 
o vértice   temos, 
     
     
    15 
           
           
    20 30   21 
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Como o vértice   é o vértice mias próximo do vértice   então adicionamos a aresta    à 
árvore obtendo, assim a árvore abrangente constituída pelo conjunto de arestas 
                         . Cuja representação pode é  
 
Figura 2.31: Árvore abrangente de custos mínimos do grafo   obtida por aplicação do 
algoritmo de Prim. 
Note-se que, quando o grafo admite mais do que uma árvore abrangente de custo mínimo, 
nem sempre os algoritmos de Kruskal e de Prim produzem a mesma árvore.  
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Capítulo 3         
Aplicação da Teoria dos 
Grafos na Resolução de 
Problemas Clássicos 
As primeiras investigações em teoria dos grafos tiveram início no seculo XVIII quando 
Leonhard Euler visitou a antiga cidade de Königsberg (território da Prússia até 1945, atual 
Kaliningrado) e se deparou com um problema que envolvia as setes pontes que ligavam a 
cidade. Posteriormente, Sir William Hamilton formulou um problema semelhante ao 
encontrado por Leonhard Euler que f   u   nhe       m  “V agem à    ta    mun  ” e 
muitos mais problemas foram surgindo até aos dias de hoje. 
Neste capítulo vamos dar especial atenção aos problemas clássicos que envolvem a teoria 
dos grafos, bem como os conceitos, propriedades e teoremas fundamentais para a sua 
interpretação e compreensão. Para tal, consideramos como referências principais os livros 
[3], [10] e [7]. 
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3.1 Problema das Pontes de Königsberg (Grafos de Euler) 
O famoso problema das pontes de Königsberg é um dos mais importantes no 
desenvolvimento e na origem da teoria dos grafos. Este problema consistia na 
determinação de um percurso (com partida e chegada no mesmo lugar) que permitisse aos 
habitantes de Königsberg atravessar todas as sete pontes que ligam as duas grandes ilhas 
existentes no leito do rio Prególia que divide a cidade em quatro partes, sem passar duas 
vezes na mesma ponte, como mostra a figura abaixo, obtida em 
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Image-Koenigsberg,_Map_by_Merian-
Erben_1652.jpg [Acedido em 28 de agosto de 2013].  
 
Figura 3.1: O mapa da antiga cidade de Königsberg em 1651, onde é possível encontrar as 
famosas sete pontes que atravessam os dois braços do rio Prególia. 
Em 1736, a fim de encontrar uma solução, Euler modelou o problema através de um grafo 
no qual, cada vértice correspondia a uma parte da cidade e cada aresta a cada ponte. Após 
uma exaustiva investigação de todas a possibilidades para tal travessia, Leonard Euler 
verificou que isso não seria possível, pois este problema só teria solução se fosse possível 
encontrar um trajeto fechado que incluísse todas as arestas (pontes). 
Retomemos a Definição 2.3 e a Definição 2.4, onde se definem passeio, trajeto e caminho 
entre dois vértices num grafo. 
Definição 3.1 Um trajeto que contém todas as arestas de um grafo   diz-se um trajeto de 
Euler. Por sua vez, um circuito que contém todas as arestas de um grafo   designa-se por 
circuito de Euler.  
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Definição 3.2 Um grafo diz-se euleriano se admite um circuito de Euler e diz-se semi-
euleriano se admite um trajeto de Euler.  
O teorema que se segue, cuja demonstração foi elaborada com base na resolução do 
Problema das Pontes de Königsberg, ficou conhecido como Teorema de Euler e caracteriza 
os grafos Eulerianos (ver [10]). 
Teorema 3.1 Um grafo         conexo não trivial é euleriano se e só se nenhum dos 
seus vértice tem grau ímpar. 
Demonstração: Seja   um grafo conexo euleriano de ordem  . Sejam   um dos circuitos 
de Euler de   e    . Se   é conexo e euleriano então existem pelo menos duas arestas 
incidentes no vértice  . Alem disso, se existir outra aresta incidente em   em   então ao 
percorrer essa aresta terá de existir outra aresta incidente em   distinta das anteriores de 
modo a que seja possível continuar a percorrer as restantes arestas de   sem repetir 
nenhuma delas. Assim, ao considerarmos todas as arestas incidentes em   concluímos que 
  tem grau par.  
Falta agora provar que se   é um grafo conexo e todos os seus vértices têm grau par então 
é euleriano. Vamos usar o método de redução ao absurdo. 
Suponhamos que   é um grafo conexo, não trivial, com todos os vértices de grau par e não 
euleriano. Como todos os vértices de   têm grau par,   contém pelo menos um circuito. 
Seja   um circuito de   de comprimento máximo. Como   não é um grafo euleriano então 
existe pelo menos uma aresta de   que não está em  . Portanto, o subgrafo de  ,           
        , tem pelo menos uma aresta. Uma vez que   é conexo e os seus vértices têm 
todos grau par,   é um circuito e                      , com       , todos os 
vértices de   tem grau par.  
Seja    um circuito de  . Dado que   é conexo, existe pelo menos um vértice       
comum a   e a    que pode ser escolhido como vértice inicial e final do circuito      
que, claramente, têm comprimento superior a  , o que contradiz a hipótese. Portanto,   é 
um grafo euleriano. 
□ 
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A solução do problema das pontes de Königsberg obtém-se verificando que o grafo que 
modela a situação apresentada (ver Figura 3.2) não é um grafo euleriano. De facto, todos 
os vértices do grafo têm grau ímpar e, portanto, podemos concluir que não é possível 
atravessar as sete pontes de Königsberg, sem repetir nenhuma ponte.  
 
Figura 3.2: Grafo que modela o Problema das Sete Pontes de Königsberg 
Com consequência do Teorema 3.1 resulta que um grafo conexo não euleriano é semi-
euleriano se e só se tem exatamente dois vértices de grau ímpar. Uma vez que, 
considerando um grafo   conexo euleriano e   um dos circuitos de Euler, ao eliminarmos 
uma aresta incidente num vértice de   vamos obter um trajeto de Euler, passando, assim, a 
ter exatamente dois vértices com grau ímpar e os restantes com grau par. 
 
3.2 Problema do Carteiro Chinês  
De acordo com [10], o problema do carteiro chinês, formulado pelo matemático chinês 
Mei-Ko Kwan em 1962, refere-se a um carteiro que terá de percorrer uma determinada 
cidade a entregar o correio que lhe compete, sendo o ponto de partida e chegada o posto de 
correios. O principal objetivo deste problema é encontrar um percurso de modo a que o 
carteiro passe por todas as ruas da zona de distribuição percorrendo a menor distância 
possível. Para tal, vamos considerar o grafo que modela a zona de distribuição do carteiro, 
no qual as arestas correspondem às ruas, os vértices aos cruzamentos e entroncamentos e 
os pesos das arestas ao comprimento de respetiva rua. Se o grafo for euleriano, basta 
encontrar um circuito de Euler. Neste caso cada rua é percorrida uma e uma só vez e a 
distância percorrida é igual à soma dos pesos de todas as arestas. Se o grafo não admite um 
circuito de Euler, então será necessário proceder à eulerização do grafo
2
. 
                                                 
2
 A Eulerização do grafo é um processo que consiste em adicionar arestas de modo a transformar os vértices 
de grau ímpar em vértices de grau par. 
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Exemplo 3.1 Um carteiro tem que fazer a distribuição nas ruas de uma determinada zona 
de Aveiro, tal como sugere a Figura 3.3 obtida em www.anacom.pt [Acedido em 05 de 
dezembro de 2012], percorrendo a menor distância possível. Como podemos constatar, não 
é possível obter um circuito de Euler uma vez que no grafo correspondente há vértices de 
grau ímpar. Vamos proceder à Eulerização do grafo duplicando as arestas incidentes nos 
vértices de grau ímpar. 
                        
Figura 3.3: Um excerto do mapa da cidade de Aveiro e o respetivo grafo que modela a 
zona de distribuição do carteiro.  
Depois de identificar os pares de vértices de grau ímpar há que determinar o caminho mais 
curto entre esses vértices para determinar as arestas a duplicar, de acordo com o seguinte 
procedimento: 
Passo 1: Listar os vértices de grau ímpar; 
Passo 2: Listar todas as possibilidades de agrupar os vértices de grau ímpar dois a dois; 
Passo 3: Para cada par vértices encontrar o caminho mais curto entre eles (podendo este 
ser determinado recorrendo ao algoritmo de Dijkstra); 
Passo 4: Tomar os pares de vértices cuja distância entre eles é mínima (é o caminho mais 
curto); 
Passo 5: Acrescentar no grafo original as arestas encontradas no Passo 4; 
Passo 6: Devolver o caminho mais curto e a distância desse caminho. 
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Aplicando este procedimento para o grafo apresentado na Figura 3.3 temos: 
Passo 1: Os vértices de grau ímpar são:         
Passo 2: Os pares de vértices que é possível formar com os vértices         são: 
                                                   
Passo 3: Caminho mais curto: 
 entre os vértices   e   é dado pela sequência de vértices      ; entre os vértices   e 
  é dado pela sequência de vértices       e a soma é            ; 
 entre os vértices   e   é dado pela sequência de vértices      ; entre os vértices   e 
  é dado pela sequência de vértices       e a soma é            ; 
 entre os vértices   e   é dado pela sequência de vértices      ; entre os vértices   e 
  é dado pela sequência de vértices       e a soma é            . 
Passo 4: Os pares               fornecem a distância mínima. 
Passo 5: Duplicar as arestas correspondentes como se mostra na Figura 3.4. 
 
Figura 3.4: O grafo que modela a zona de distribuição do carteiro eulerizado. 
Passo 6: A distância percorrida pelo carteiro é de  
                                        
O caminho mais curto que o carteiro tem de percorrer pode ser dado pela sequência de 
vértices                                  . 
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3.3 Problema do Caixeiro-viajante (Grafos de Hamilton) 
Conforme [10], em 1857, Sir William Hamilton resolveu um problema que consistia em 
percorrer todos os vértices de um dodecaedro passando por cada vértice uma única vez, 
começando e terminando no mesmo vértice. Este problema ficou conhecido como a 
Viagem à Volta do Mundo.  
O problema do caixeiro-viajante é muito semelhante a este problema, dado que consiste na 
determinação de um caminho que permita um caixeiro-viajante visitar   cidades passando 
uma única vez em cada uma e voltar ao ponto de partida fazendo a menor distância 
possível. 
Na sequência da abordagem do problema do caixeiro-viajante apresentam-se as definições 
formais de caminho e ciclo que contêm todos os vértices de um grafo. 
Definição 3.3 Um caminho que contém todos os vértices de um grafo diz-se um caminho 
de Hamilton e um ciclo que contém todos os vértices de um grafo denomina-se por ciclo de 
Hamilton.  
Da definição de caminho e ciclo de Hamilton resulta a definição: 
Definição 3.4 Um grafo que admite um caminho de Hamilton diz-se semi-hamiltoniano. 
No caso de admitir um ciclo de Hamilton diz-se hamiltoniano ou grafo de Hamilton. 
Mostrar que um grafo é hamiltoniano quando se trata de um grafo de pequena dimensão é 
relativamente fácil. Porém, quando temos um grafo de dimensão elevada pode tornar‐se 
uma tarefa muito difícil.  
A resolução do problema do caixeiro-viajante resume-se à determinação de um ciclo de 
Hamilton com o menor comprimento possível. Contudo, não se trata de um problema de 
resolução simples; trata-se de um problema pertencente à classe dos Problemas NP-
Completos
3
. 
                                                 
3
A classe de complexidade NP-completo é o subconjunto dos problemas de decisão em NP de tal modo que 
todo problema em NP se pode reduzir, com uma redução de tempo polinomial, a um dos problemas NP-
completo (obtido em http://pt.wikipedia.org/wiki/NP-completo [Acedida em 29 de agosto de2013]). 
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Existem vários métodos que podem ser usados para determinar a solução do problema do 
caixeiro-viajante, nomeadamente, o método do vizinho mais próximo e o método 
exaustivo.   
O método do vizinho mais próximo é um dos algoritmos mais simples de implementar no 
Problema do Caixeiro-Viajante. Este método consiste na escolha sequencial da cidade mais 
próxima, ou seja, consideramos como vértice inicial a cidade de partida, posteriormente 
deslocamo-nos para a cidade mais próxima desta e assim sucessivamente até percorrer 
todas as cidades sem repetir nenhuma delas. Contudo, este algoritmo poderá não ser o mais 
adequado, pois poderá existir um caminho mais curto do que o que foi encontrado como 
podemos verificar em [7]. 
O método exaustivo é mais complexo tornando-se impossível de implementar para grafos 
de ordem e dimensão elevadas uma vez que consiste em determinar todos os ciclos de 
Hamilton que o grafo admite e escolher o mais curto. 
Exemplo 3.2 Vamos determinar o percurso que um caixeiro-viajante vai fazer passando 
uma única vez em cada uma das cidades que se encontram identificadas no grafo que 
modela a situação (ver Figura 3.5) tendo como ponto de partida e chegada a cidade de 
Aveiro. 
 
Figura 3.5: Grafo,  , que modela as ligações entre as cidades de Aveiro, Porto, Braga, 
Vila Real, Guimarães, Viseu, Guarda, Chaves e Bragança. 
54
22
95
173
119
110
7585
68
51
149
74
63
115
Porto
Braga
Guimarães
Chaves Bragança
Guarda
Vila Real
Viseu
Aveiro
3.3 Problema do Caixeiro-viajante (Grafos de Hamilton)  
55 
 
Vamos resolver o problema aplicando o método exaustivo começando por encontrar todos 
os ciclos de Hamilton que o grafo admite e os respetivos comprimentos.  
Ciclos de Hamilton Distância Percorrida 
Aveiro, Porto, Braga, Guimarães, Vila Real, Chaves, Bragança, 
Guarda, Viseu, Aveiro 
709 
Aveiro, Porto, Guimarães, Braga, Chaves, Vila Real, Bragança, 
Guarda, Viseu, Aveiro 
771 
Aveiro, Porto, Vila Real, Guimarães, Braga, Chaves, Bragança, 
Guarda, Viseu, Aveiro 
856 
 
Analisando a tabela, o percurso mais curto, ou seja, o ciclo de Hamilton de custo mínimo é 
dado pela sequência Aveiro, Porto, Braga, Guimarães, Vila Real, Chaves, Bragança, 
Guarda, Viseu, Aveiro de comprimento 709 quilómetros. 
 
Figura 3.6: O ciclo de Hamilton de custo mínimo obtido por aplicação do método 
exaustivo. 
Note-se que este tipo de problemas tem uma grande aplicabilidade no nosso quotidiano, 
não só no que respeita problemas de distâncias mas também de custos de deslocações, 
tempo gasto, entre outros, tendo como principal objetivo minimizar as variáveis em causa. 
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3.4 Problema do Gás, Água e Eletricidade  
Considere-se a seguinte situação: Será possível fornecer os serviços de água, luz e 
eletricidade a três casas sem que as canalizações se cruzem?  
Este problema é muito conhecido uma vez que é um dos desafios matemáticos que 
geralmente é colocado, como que brincadeira, aos mais jovens. Um possível esquema da 
situação apresentada encontra-se representado na Figura 3.7, onde os pontos (vértices) 
representam os serviços e as casas e as linhas (arestas) representam as canalizações/cabos.   
 
Figura 3.7: Representação de um possível esquema do problema do gás, água e 
eletricidade (mas não é a solução do problema). 
Esta situação pode ser modelada por um grafo bipartido completo com seis vértices,     , 
em que uma das partições contém o conjunto dos vértices correspondentes às três casas e a 
outra partição o conjunto dos vértices correspondentes aos três serviços. Como o grafo      
não é um grafo planar (ver Lema 2.3), este problema é impossível. 
Segundo[3] e [2], este tipo de problemas tem uma grande aplicabilidade na construção de 
projetos de arquitetura, no que respeita à acessibilidade entre espaços, no estudo e 
construção de circuitos elétricos, nomeadamente na disposição dos fios (fases) num quadro 
elétrico, entre outros. 
 
3.5 Grafos e os Jogos 
57 
 
3.5 Grafos e os Jogos 
Muitos dos desafios apresentados às crianças desde a idade pré-escolar estão relacionados 
com enigmas matemáticos que envolvem grafos, como por exemplo, os labirintos, o jogo 
da serpente, o jogo dos pontos e quadrados, o problema das pontes de Königsberg, as torres 
de Hanói, entre outros. 
O tradicional labirinto tem como objetivo encontrar um caminho até ao local ou objeto 
pretendido. Por sua vez, o jogo da serpente consiste numa rede de pontos onde os 
jogadores vão traçando um caminho, a partir de um ponto qualquer, unindo dois pontos 
vizinhos de cada vez com o objetivo de não formar um ciclo. Como podemos observar na 
Figura 3.8 (obtido em http://screenshot.ultradownloads.com.br/Jogo-da-Cobrinha--
15974_273952p.jpg [Acedido em 8 de outubro de 2013]). 
 
Figura 3.8: Exemplo de um jogo da serpente.  
Contrariamente ao jogo da serpente, o jogo dos pontos e quadrados tem como objetivo 
formar ciclos, ou seja, formar quadrados que são obtidos pela união sucessiva de dois 
pontos vizinhos com um segmento vertical ou horizontal. Alternadamente, cada jogador 
une dois pontos vizinhos com um segmento horizontal ou vertical. Quando um deles fecha 
um quadrado joga novamente. 
Na Figura 3.9 (obtida em http://www.apm.pt/mj/jogos/3-pontos.pdf [Acedido 8 de outubro 
de 2013]) podemos observar uma jogada em que o primeiro jogador conseguiu fechar um 
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qua ra   (qua ra   a   na a   p r “A”). C m  e te j ga  r  a     tar a j gar tem a 
possibilidade de fechar mais três quadrados. 
  
Figura 3.9: Exemplo de uma jogada de pontos e quadrados. 
O emblemático jogo das torres de Hanói, inventado em 1883 por Eduard Lucas (cuja 
descrição pode ser consultada em [3]), é formado por três hastes verticais em que na 
primeira haste estão um determinado número de discos de diferentes diâmetros sobrepostos 
do maior para o menor no sentido ascendente. O objetivo deste jogo é passar todos os 
discos para a terceira haste movendo um de cada vez e colocando-o sempre por cima, mas 
tendo o cuidado de nunca ficar um disco mais pequeno por baixo. 
Uma propriedade interessante das torres de Hanói é a representação do movimento dos 
discos através de um grafo. Considerando   discos e as três torres (       ) que 
constituem o jogo, os vértices representam uma sequência de movimentos das peças nas 
três torres e existe uma aresta entre dois vértices se e só se for possível passar de uma 
sequência para outra sem violar as regras do jogo. A Figura 3.10 e a Figura 3.11, obtida em 
[13], ilustra uma possível representação do movimento dos   discos no problema das torres 
de Hanói. 
               
Figura 3.10: Grafo representativo do problema das torres de Hanói com 1 e 2 discos, 
respetivamente.  
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Figura 3.11: Grafo representativo do problema das torres de Hanói com 3 discos.  
No jogo que acabamos de mencionar os grafos desempenham um papel essencial na 
visualização do movimento dos discos, tal como acontece no clássico tabuleiro do xadrez. 
Além do interesse natural do jogo do xadrez, o tabuleiro do xadrez despertou muita 
curiosidade do ponto de vista matemático, nomeadamente, no que respeita ao movimento 
das peças, dando origem a inúmeros enigmas matemáticos.  
Uma das questões frequentemente colocadas é se é possível o cavalo, partindo de uma casa 
qualquer, percorrer todas as casas do tabuleiro de xadrez e voltar ao ponto de partida 
passando uma única vez em cada casa.  
A resposta a esta questão está na determinação de um ciclo de Hamilton respeitando o 
facto de o m   ment   er  empre efetua   em f rma  e “L” ta    m  e t  exemp  f  a   
na Figura 3.12. 
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Figura 3.12: Um possível ciclo do movimento do cavalo num tabuleiro de xadrez. 
Repare-se que existem muitos jogos para além dos que foram mencionados que envolvem 
grafos de alguma forma. A aplicação da teoria dos grafos na teoria dos jogos vai muito 
além dos jogos tradicionais. É notória a sua aplicação nos jogos atuais, por exemplo, nos 
jogos de estratégia dos mais variados temas. 
 
3.6 Os Grafos e as Relações  
As relações sociais, familiares, ou outras, entre indivíduos podem, por vezes, ser 
representadas por grafos. Por exemplo, a árvore genealógica de uma família é, como o 
nome indica, uma árvore (um grafo acíclico e conexo). Algumas destas relações podem ser 
vistas como relações binárias definidas no conjunto dos indivíduos e as suas propriedades 
são facilmente observáveis na sua representação através de um grafo. 
Considere-se, por exemplo, um grupo de seis jovens, o João, a Maria, a Inês, o Ricardo, o 
André e a Leonor, alunos de uma escola secundária e defina-se entre eles a seguinte 
relação binária:  
                                                                       
O grafo da Figura 3.13 representa esta relação, onde os vértices são os alunos e existe uma 
aresta entre dois vértices se e só se os dois alunos pertencem à mesma turma. 
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Figura 3.13: Grafo representativo da relação no conjunto dos seis jovens. 
A relação apresentada é uma relação de equivalência uma vez que é reflexiva, simétrica e 
transitiva. O facto de se tratar de uma relação reflexiva representa-se pela existência de um 
lacete em todos os vértices do grafo, e a transitividade à existência de uma aresta entre dois 
vértices   e   sempre que há arestas entre   e   e entre   e  , ainda que alguma destas 
arestas sejam lacetes.   
Repare-se que nem todas as relações entre indivíduos são relações de equivalência. No 
caso das árvores genealógicas de uma família ou do organograma de uma empresa, por 
exemplo, as relações existentes podem ser modeladas por uma árvore não sendo, deste 
modo, relações de equivalência. 
As árvores genealógicas são muito importantes na análise da estrutura hierarquizada de 
uma família e no estabelecimento de graus de parentesco. O mesmo se pode dizer 
relativamente aos organogramas de uma empresa ou departamento, estes permitem uma 
leitura simples de toda a estrutura hierarquizada da empresa e a definição dos cargos 
subjacentes.  
No caso das consideradas árvores genealógicas, estas representam uma relação do tipo 
                                                      e, neste caso, trata-se de um 
digrafo como se pode ver no exemplo que se segue, obtido em 
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Romanov-Holstein-Gottorp-genealog-pt.png 
[Acedido em 27 de agosto de2013]. 
Leonor
Ricardo
Inês
João MariaAndré
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Figura 3.14: Árvore genealógica resumida da casa Romanov-Holstein-Gottorp, de Nicolau 
I a Nicolau II da Rússia. 
Os organogramas de empresas ou departamentos representam uma relação de hierarquia, 
como a que ilustra a Figura 3.15 obtida em http://www.gns.gov.pt/gns/pt/organograma/  
[Acedido em 31 de agosto de 2013]. 
 
Figura 3.15: Organograma do Gabinete Nacional de Segurança. 
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3.7 Coloração de Mapas 
A coloração de grafos tem inúmeras aplicações em problema reais, tais como, a coloração 
de mapas, a elaboração de horários, o escalonamento de tarefas, a atribuição de frequências 
nos sistemas de comunicação, o armazenamento de produtos incompatíveis, entre outros.  
O problema da coloração de mapas teve um papel fundamental no desenvolvimento da 
teoria dos grafos. O seu objetivo é colorir um mapa utilizando o menor número de cores 
possível de modo a que dois países contíguos
4
 tenham cores diferentes. 
De acordo com [3], em 1852, Francis Guthrie conjeturou que quatro cores seriam 
suficientes para colorir um mapa. Segundo ele, são necessárias no máximo quatro cores 
para colorir um mapa de modo a que países vizinhos tenham cores diferentes. Muitas 
foram as tentativas para refutar este resultado, mas só em 1950, com ajuda computacional, 
foi possível comprovar que realmente quatro cores são suficientes para colorir um mapa.  
Na resolução de um problema de coloração de mapas interpretamos um mapa geográfico 
como sendo um grafo, no qual os vértices representam os países ou regiões e as arestas a 
existência de uma fronteira entre eles.  
Antes de continuar a falar da coloração de mapas é importante ter em conta algumas 
noções sobre a coloração de vértices de um grafo (e, analogamente, para a coloração de 
arestas). 
Definição 3.5 Sejam         um grafo de ordem   e   um número inteiro. A função   
que a cada vértice de   faz corresponder uma cor do conjunto             designa-se 
por  -coloração dos vértices de  . Por sua vez, se a dois vértices adjacentes são atribuídas 
cores diferentes,   diz-se uma coloração própria.  
Cada elemento    do conjunto  , com      , é uma cor da coloração e   é o número 
de cores usadas na coloração de  .  
Definição 3.6 O menor número inteiro   para o qual   admite uma  -coloração própria 
designa-se por número cromático de   e denota-se por     . 
                                                 
4
 Dois países dizem-se contíguos ou vizinhos quando têm uma fronteira em comum, ou seja, quando têm uma 
infinidade de pontos em comum. 
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Quer dizer, colorir um grafo com   cores é atribuir a cada vértice uma cor de modo que 
dois vértices adjacentes tenham cores diferentes. 
A coloração de arestas de um grafo   define-se de modo análogo à coloração de vértices. 
Note-se que, uma  -coloração de um grafo,        , pode ser encarada como uma 
partição do seu conjunto de vértices,                , onde     denota o conjunto de 
vértices associados à cor   .  
Teorema 3.2 Um grafo simples         de ordem   admite uma  -coloração própria se 
e só se   admite uma partição do conjunto dos vértices em   subconjuntos 
independentes,               .  
A demonstração deste teorema resulta diretamente da definição de partição do conjunto de 
vértices,               , uma vez que, para quaisquer dois vértices       , com 
     , não existe uma aresta em   entre   e   e, portanto, podem ser coloridos com a 
mesma cor.  
Observe-se que como uma árvore é um grafo bipartido, duas cores são suficientes para a 
colorir. O mesmo se verifica com os ciclos de comprimento par.  
Considerando a ordem e a dimensão de um grafo podemos encontrar um majorante e um 
minorante para      como podemos ver nos teoremas que se seguem, cujas demonstrações 
pode ser consultadas em [10]. 
Teorema 3.3 (Teorema de Brooks) Seja   um grafo conexo. Se   não é um grafo 
completo nem um ciclo de comprimento ímpar então            
No seguimento da pesquisa do menor número de cores necessárias para colorir um mapa 
surgiram dois teoremas que relacionam as propriedades de um grafo com os seus números 
cromáticos. (ver [7]) 
Teorema 3.4 Para colorir um grafo planar, sem lacetes e sem triângulos (ciclos de 
comprimento 3) são suficientes três cores.  
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Teorema 3.5 Todo o grafo planar, sem lacetes admite uma coloração de vértices com 
quatro cores. 
A ilustração deste teorema encontra-se no exemplo que se segue.  
Exemplo 3.3: Vamos colorir o mapa do distrito da Guarda construindo o grafo que o 
modela, temos como vértices os concelhos e existe uma arestas entre dois vértices se os 
concelhos são contíguos. (imagem obtida em rftrancoso.planetaclix.pt [Acedida em 14 de 
março de 2013]) 
            
Figura 3.16: O mapa do distrito da Guarda e a sua representação através do grafo  .  
A resolução deste problema é relativamente simples porque o grafo tem ordem e dimensão 
relativamente baixa e não é necessário recorrer a algoritmos. Já quando se trata de grafos 
de ordem mais elevada é necessário o recurso a algoritmos. 
A determinação de uma coloração de vértices própria de um grafo   pode ser, facilmente, 
obtida recorrendo ao seguinte algoritmo de coloração de vértices (ver [7]):  
Passo 1: Considerar o conjunto de vértices                  e o conjunto de cores 
                 a atribuir.   
Passo 2: Atribuir a cor    ao vértice   . 
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Passo 3: Enquanto houver vértices sem uma cor atribuída, atribuir a cada vértice   , com 
         , a menor possível do conjunto   de modo a que dois vértices adjacentes não 
tenham a mesma cor.  
Passo 4: Devolver o grafo colorido. 
Aplicando este procedimento ao grafo representado na Figura 3.16 temos: 
Passo 1: Considerar o conjunto de vértices                e o conjunto de cores 
                   (poderão não ser necessárias 14 cores). 
Passo 2: Atribuir a cor    ao vértice  . 
Passo 3: A tabela que se segue contém a informação referente à atribuição da menor 
possível do conjunto   a cada vértice do grafo de modo a que dois vértices adjacentes não 
tenham a mesma cor.  
Vértice     Vizinhos de    com cores atribuídas Cor atribuída 
       
       
       
    e      
    e      
    e      
    e      
    e      
     e      
         
         
    ,  ,    e       
    ,  ,  ,    e       
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Passo 4: O mapa colorido 
 
 
São necessárias (e suficientes) quatro cores para colorir o mapa do distrito da Guarda.  
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Capítulo 4        
Aplicações da Teoria 
dos Grafos nas Ciências 
A teoria dos grafos ou simplesmente a representação de uma dada situação por um grafo é 
muito comum no dia-a-dia. Ao olharmos ao nosso redor facilmente se identificam 
enumeras situações modeladas por grafos, como por exemplo, as redes sociais, os motores 
de busca da internet, as moléculas químicas, a rede dos transportes, as ligações telefónicas, 
a redes elétrica, a cadeia alimentar, a rede neuronal, entre outros.  
Neste capítulo fazemos uma sinopse de algumas das aplicações da teoria dos grafos, as 
quais ilustram a importância e a aplicabilidade dos grafos nas mais variadas áreas do 
conhecimento.  
  
Capítulo 4. Aplicações da Teoria dos Grafos nas Ciências  
70 
  
4.1 Os Grafos na Biologia 
De acordo com [5] e [15], são inúmeras as aplicações da teoria dos grafos na área da 
biologia. A análise e exploração das redes biomoleculares, nomeadamente, das redes 
metabólicas das reações bioquímicas entre os substratos metabólicos, as redes das 
interações proteicas e as redes que regulam as interações entre os diferentes genes são três 
bons exemplos da aplicação dos grafos nesta área. 
A aplicação da teoria dos grafos na biologia teve início no ramo da morfogénese
5
. É 
possível descrever o desenvolvimento de um organismo através de um grafo, onde os 
vértices representam as células ou os tecidos e as arestas as relações biológicas existentes 
entre eles. As etiquetagens dos vértices e das arestas podem ser usadas para denotar o tipo 
de células ou tecidos e o tipo de relações e o seu significado, respetivamente. Desta forma, 
os grafos permitem descrever os sistemas moleculares dinâmicos ao nível das redes em 
estrutura mais simples e explícitas. Por exemplo, a representação das sequências CATT e 
GAT presentes nas cadeias do ADN
6
, onde os vértices correspondem aos nucleótidos
7
 e as 
arestas às ligações existentes entre elas como podemos observar na Figura 4.1, obtida em 
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:DNA_chemical_structure_pt.svg [Acedida em 8 de 
outubro de 2013]. 
                                                 
5
 Morfogenia é o conjunto de leis biológicas que presidem à produção da forma dos órgãos e dos seres, 
durante a evolução ou a disposição que as moléculas tomam na composição de um corpo [1].  
6
 Ácido Desoxirribonucleico. O modelo do ADN proposto por Watson e Crick em 1953 é formado por duas 
cadeias de desoxirribonucleótidos unidas entre si por ligações de hidrogénio entre as bases azotadas. As bases 
azotadas são compostos cíclicos que contêm nitrogénio e na cadeia do ADN temos a adenina (A), a citosina 
(C), a guanina (G) e a timina (T) [1].  
7
 São as pequenas moléculas constituintes do ADN e são constituídas por uma pentose (açúcar com 5 
carbonos), fosfato e uma base azotada [1] .  
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Figura 4.1: Estrutura química do ADN. 
Similarmente, as estruturas de conexão neuronal presentes no nosso cérebro podem ser 
modeladas por um grafo, no qual os vértices representam os neurónios e as arestas 
representam as conexões entre eles (ver [11]). 
Segundo [11], as cadeias alimentares dos seres vivos também são muito interessantes do 
ponto de vista da teoria dos grafos. As relações entre as várias espécies do ecossistema 
relativamente à alimentação podem ser modeladas por um digrafo, tal como podemos 
visualizar na Figura 4.2, obtida em http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:FoodWeb.jpg 
[acedida em 8 de outubro de 2013]. A orientação dos arcos do digrafo representativo de 
uma cadeia alimentar indica quem vai servir de alimento a quem, permitindo visualizar e 
estudar, de um modo mais simples e explícito, toda a estrutura da cadeia e o seu impacto 
no equilíbrio do ecossistema. Apesar de a maioria dos seres vivos terem dietas muito 
variadas existem alguns animais que têm dietas muito específicas e monótonas 
alimentando-se quase exclusivamente de um animal e é fundamental reunir todas as 
condições necessárias para que estas espécies persistam.  
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Figura 4.2: Teia alimentar de ecossistema aquático de água doce e terrestre.  
As rotas de migração animal também podem ser representadas por um digrafo onde os 
vértices representam as regiões e os arcos o movimento efetuado pelas espécies. Esta 
representação é fundamental no estudo dos padrões de reprodução, na propagação de 
doenças, de parasitas e no impacto que a migração tem em todo o ecossistema, 
nomeadamente, no que respeita à conservação e afetação de outras espécies (ver [17]). 
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4.2 Os Grafos na Química  
De acordo com [3], a aplicação da teoria dos grafos na química surgiu por volta de 1970 e, 
até ao momento, têm sido muitos os seus contributos na exploração e compreensão dos 
modelos químicos. Toda a estrutura molecular pode ser representada por um grafo no qual 
os vértices representam os átomos que constituem a molécula e as arestas as ligações 
existentes entre eles. Esta representação é designada por fórmula estrutural ou grafo 
químico. Um exemplo de uma molécula muito conhecida é a Beta-D-Glucose,        , 
(ver a representação na Figura 4.3, obtida em [15]), que é constituída por seis átomos de 
carbono, sete átomos de hidrogénio, um átomo de oxigénio e cinco grupos hidroxilo (OH). 
 
Figura 4.3: Fórmula estrutural da molécula do Beta-D-Glucose
8
.  
Esta representação permite uma leitura e interpretação mais simples da molécula, sendo 
possível identificar os pares de átomos ligados, o número de átomos que a constitui, a 
valência
9
, classificar o tipo de ligação, entre outros. Algumas das informações adicionais 
referentes a uma dada molécula podem ser encontradas nos pesos associados aos vértices e 
às arestas. Para além de todos estes aspetos específicos, a representação estrutural permite, 
igualmente, identificar e distinguir isómeros químicos (isto é, compostos químicos com a 
mesma fórmula química), uma vez que alguns compostos químicos têm exatamente a 
mesma fórmula química e só é possível distingui-los recorrendo à fórmula estrutural.  
                                                 
8
 A Beta-D-Glucose é a principal fonte de energia dos seres vivos, ou seja, é um hidrato de carbono ou açúcar 
simples que pode ser encontrado no mel, nas uvas, entre outros (obtido em 
http://wikiciencias.casadasciencias.org/index.php/Monossacar%C3%ADdeos [Acedido em 10 de junho de 
2013]). 
9
 A valência é o número de eletrões que um átomo pode dar, receber, ou compartilhar de forma a constituir 
uma ligação química[1]. 
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Outra aplicação importante da teoria dos grafos na química é referente à representação e 
classificação dos hidrocarbonetos
10
 dado que estes têm representações muito específicas. 
Os hidrocarbonetos alifáticos saturados (Alcanos) e os hidrocarbonetos alifáticos 
insaturados (Alcenos e os Alcinos) são constituídos por cadeias acíclicas e a sua 
representação tem a estrutura de uma árvore. Os hidrocarbonetos cíclicos (cicloalcanos) e 
os hidrocarbonetos aromáticos são representados por grafos que contém ciclos, dado que a 
sua fórmula estrutural contém pelo menos um ciclo (ver [14]). 
                        
Figura 4.4: Fórmula estrutural de três hidrocarbonetos alifáticos, o metano, o etano e o 
butano, respetivamente
11
. 
                             
Figura 4.5: Fórmula estrutural de três hidrocarbonetos cíclicos, um benzeno, um naftaleno 
e uma porfirina, respetivamente
12
. 
Segundo [15], o contributo da teoria dos grafos na química vai muito além da análise 
molecular, uma vez que teve um papel fundamental na criação de modelos computacionais 
de sistemas químicos que permitem a criação de novas moléculas a partir de moléculas já 
existentes, a  hama a “quím  a art f   a ”. 
 
                                                 
10
 Os hidrocarbonetos são compostos constituídos exclusivamente por carbono e hidrogénio [1]. 
11
 Obtida em http://pt.wikipedia.org/wiki/Composto_alif%C3%A1tico [Acedida em 8 de outubro de 2013]. 
12
 Obtida em http://pt.wikipedia.org/wiki/Composto_c%C3%ADclico [Acedida em 8 de outubro de 2013]. 
4.3 Modelos de Redes 
75 
 
4.3 Modelos de Redes  
Ao olharmos à nossa volta encontramos um leque variadíssimo de imagens ou situações 
que podem ser perfeitamente descritas analisando o diagrama que elas sugerem, ou seja, a 
rede. Uma rede, tal como o próprio nome indica, é um modelo que estabelece uma relação 
entre os elementos de um dado conjunto. Isto é, uma rede é um grafo (orientado ou não) 
que contém informação sobre os aspetos a analisar, como, por exemplo, os custos de uma 
viagem, a distância entre dois pontos ou locais, as capacidades de transporte, o tempo gasto 
numa viagem, entre outros. 
Esta secção destina-se a uma breve abordagem às redes e à importância da teoria de grafos 
para a compreensão e exploração das características e propriedades de uma rede. A 
principal referência bibliográfica aqui utilizada é o livro [11]. 
4.3.1 Redes nas Ciências da Computação 
O desenvolvimento tecnológico com toda a revolução digital inerente e a constante 
evolução da Internet, mais concretamente da WWW (World Wide Web, ou simplesmente 
Web), constituem um dos principais pilares da nossa sociedade do ponto de vista da 
informação e do conhecimento.  
A Internet permite interligar computadores e servidores de qualquer parte do mundo. Esta 
estrutura de rede, denominada de Arpanet, em dezembro de 1970 tinha apenas treze sites 
(ver Figura 4.6), no qual os vértices representam os computadores ou outros dispositivos 
que estabelecem troca de informação e as arestas representam as ligações diretas de 
comunicação entre eles. Ao visualizarmos o grafo representativo da situação conseguimos 
identificar com clareza todos os dispositivos e as respetivas ligações. 
Capítulo 4. Aplicações da Teoria dos Grafos nas Ciências  
76 
  
 
Figura 4.6: A estrutura de redes da Internet – Arpanet13. 
As redes de informação também podem ser representadas recorrendo à teoria dos grafos. 
Neste caso os vértices representam os recursos de informação, como por exemplo, as 
páginas ou documentos da Web e os arcos representam as conexões logicas entre elas, 
nomeadamente, os hiperlinks, citações ou as referências cruzadas. As pesquisas na Web 
são feitas usando o sistema PageRank que consiste na atribuição de um peso (importância 
estimada obtida através do número de links de saída de cada página) a cada vértices do 
digrafo da Web e a matriz associada ao grafo. 
A Web permite que qualquer documento que seja criado fique facilmente disponível a 
outras pessoas através da Internet, que tanto pode estar guardado na pasta de acesso 
público do computador, como numa pasta do correio eletrónico, ou numa página da 
Internet. Além disto, possibilita que sejam efetuadas pesquisa permitindo a localização e 
indexação de recursos, como é, por exemplo, o caso da Wikipédia.  
Na Figura 4.7, obtida em [11], podemos observar um exemplo de uma pesquisa na Web 
através de um motor de busca. 
                                                 
13
 Obtida em [11]. 
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Figura 4.7: Exemplo de uma pesquisa na Web. 
Outra aplicação interessante e muito conhecida é, uma ferramenta do Google, o 
GoogleMaps, este permite localizar residências e locais, marcar rotas, medir distância entre 
pontos, medir caminhos, marcar locais, escolher rotas rapidamente (além de dar a incrível 
sensação de ver locais em tempo real). Um dos algoritmos usados nesta aplicação é o 
algoritmo de Dijkstra, que permite devolver, por exemplo, o caminho mais curto, a 
descrição detalhada do mesmo e a respetiva distância.  
Ao observarmos algumas das estruturas de redes verificamos que são modelos muito 
complexos dada a sua elevada dimensão. Nestes casos, é mais fácil dividir a rede em vários 
subconjuntos de modo a que não haja perda de informação e que facilite a sua análise. Por 
exemplo, nas redes da Internet podemos encontrar centenas de milhares de redes sociais e 
blogs, mais centenas de milhões de companhias e organizações governamentais que tentam 
difundir a sua informação, imagens, entre outros na rede o que a torna extremamente 
complexa. Se for possível a sua divisão de forma a que seja analisada cada uma das partes 
individualmente a analise da rede torna-se mais simples. 
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4.3.2 Rede Social 
Uma rede social é uma estrutura que reproduz a interação social entre um grupo de 
pessoas. No grafo representativo de uma rede social os vértices são as pessoas ou grupos 
de pessoas e as arestas as ligações ou relações existentes entre elas (ver Figura 4.8, obtida 
em [11]). 
 
Figura 4.8: Rede social de uma relação de amizade entre 34 pessoas. 
A análise das redes sociais é um valioso instrumento para os estudos sociológicos, 
antropológicos, geográficos, económicos, de psicologia social, entre outros, permitindo 
visualizar e compreender as características das relações existentes entre os diversos 
intervenientes que, por vezes, são muito difíceis de quantificar dada a sua complexidade.  
Outro exemplo verifica-se nas chamadas redes sociais da internet, um individuo publica 
uma determinada informação e os seus amigos têm acesso a essa informação, por sua vez, 
os amigos dos seus amigos têm acesso a essa informação e assim sucessivamente (ver 
[16]).  
As conhecidas redes sociais da internet são sites que permitem a cada membro gravar o seu 
perfil, com dados e informações diversas, como, dados pessoais, fotografias, vídeos, 
imagens, textos, noticias, etc., que podem ser visualizados por outras pessoas – membros 
4.3 Modelos de Redes 
79 
 
dessa rede social. Estes interagem entre si de várias formas, visitando os perfis, fazendo 
amigos, estabelecendo contactos, deixando comentários, enviando mensagens, etc.. Neste 
caso, os vértices são os membros da rede social e existe uma aresta entre dois membros se 
e te  e ta e e em uma “re a     e am za e”   m    re pet     pe   , uma  ez que  a a 
ligação comporta uma série de restrições e particularidades.   
4.3.3 Redes Financeiras 
Os grafos representativos das conexões financeiras permitem analisar e visualizar toda a 
estrutura financeira subjacente e avaliar a competição de mercado mundial e a estabilidade 
financeira de um modo geral. A comunidade financeira está muito preocupada em estudar 
o impacto que os diferentes níveis de acesso ao mercado poderão ter no poder do mercado 
e nos preços dos bens. 
Por exemplo, a   e a  e “quem – transaciona – com – quem ” p  e  er fa   mente 
representada por um grafo onde os vértices representam as empresas ou industrias e as 
arestas as transações efetuadas entre elas.  
O comércio é, naturalmente, uma rede que representa quem pode negociar com quem, na 
qual os vértices constituem os compradores, vendedores e comerciantes, e cada aresta 
representa a existência de negociação (ver Figura 4.9, obtida em [11]). Este é um exemplo 
de um grafo tripartido. 
 
Figura 4.9: Exemplo de uma rede comercial onde estão representados os vendedores 
          , os compradores           , e os comerciantes        . 
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4.3.4 Redes Telefónicas  
As comunicações telefónicas são outro bom exemplo de redes. Estas estruturas são muito 
complexas e têm sido alvo de estudo por parte de muitos investigadores. Este tipo de rede 
tem a particularidade de retratar um multigrafo orientado, no qual os vértices representam 
os números de telefone e existe um arco entre dois vértices se for efetuada uma chamada 
telefónicas entre eles, sendo a cauda do arco o número de telefone que efetua a chamada e 
a cabeça recetor da chamada.  
Segundo [12], a análise e a interpretação dos grafos referentes às comunicações telefónicas 
é muito complicada e o facto de que entre dois números de telefone poderem ser efetuadas 
imensas chamadas torna-a ainda mais complexa. Desta forma, muitas vezes, é necessário 
encarar esta rede como sendo um grafo simples, considerando que existe uma aresta entre 
dois vértices se for efetuada pelo menos uma chamada entre eles e ignorando a distinção 
entre quem efetua e quem recebe a chamada.  
4.3.5 Redes dos Transportes 
No nosso dia-a-dia usamos frequentemente        u   “re e” em conversação normal, 
como por exemplo, uma rede ferroviária, em que as estações estão ligadas por vias 
ferroviárias, uma rede de estradas, como um sistema que liga um determinado número de 
cidades ou lugares, uma viagem de avião em que um passageiro terá de fazer uma 
sequência escalas, entre outros. 
De acordo com [11], a teoria dos grafos comporta uma ferramenta essencial na rede dos 
transportes desde a determinação de uma rota de viagem à construção e segurança das vias. 
Por exemplo, a construção de estradas de acesso a um determinado conjunto de cidades de 
modo a que não seja muito dispendiosa pode ser feita recorrendo à determinação da árvore 
abrangente do grafo representativo da situação. Também o problema das rotas de viagem é 
um bom exemplo da aplicabilidade dos grafos na rede de transportes como foi visto nos 
capítulos anteriores.   
A rede aérea não é exceção, a utilização da teoria dos grafos é fundamental quer na análise 
de redes aéreas e de aviação quer na organização das rotas aéreas em todos os aspetos.  
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Figura 4.10: Rotas aéreas
14
.  
Um modelo muito interessante do ponto de vista estrutural da rede de transportes, segundo 
[3], é a planta do metro de Londres que pode ser visualizada na Figura 4.11, obtida em 
http://london.newromantic.net/wp-content/uploads/2012/03/london2.jpg [Acedida em 4 de 
setembro de 2013], permitindo uma leitura muito simples e clara, apesar da sua 
complexidade. A rede de metro pode ser representado por um grafo conexo uma vez que é 
possível chegar de uma estação à outra estação sem sair da rede de metro.  
                                                 
14
 Obtida em [11]. 
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Figura 4.11: A planta do metro de Londres.  
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4.3.6 Rede elétrica  
A teoria dos grafos é um dos ramos da Matemática, segundo [18], muito utlizado para a 
análise e representação das redes elétricas. Estas podem ser representadas através de um 
grafo, frequentemente, orientado, como podemos observar na Figura 4.12, obtida em [18]. 
           
Figura 4.12: Exemplo de um circuito elétrico e o respetivo grafo.  
O grafo que representa o circuito elétrico, como o da Figura 4.12, contém a informação 
necessária para a identificação de todas as características estruturais do circuito. Desta 
forma, estão identificadas as ligações que são representadas por setas coloridas em que 
cada cor corresponde a cada tipo de ligação, o sentido real da corrente elétrica e as 
etiquetadas que aparecem da forma B (T, L) onde T representa o tipo (R-Resistência, V-
fonte de tensão, etc) e L denota o dispositivo que tem agregado (mais detalhes em [18]).  
De acordo com [18], neste caso, em particular, os vértices representam os pontos onde 
convergem três ou mais condutores ou são pontos terminais e os arcos representam os 
condutores ou ligações. Porém, esta representação não é única, a informação presente no 
grafo ou digrafo representativo de uma rede elétrica pode conter mais ou menos 
informação dependendo da necessidade e do desejo de quem o analisa. 
 
  
84 
  
 
 
    
 
 
85 
 
 
Capítulo 5         
Conclusão 
A primeira parte desta dissertação centrou-se na apresentação de alguns conceitos e 
propriedades básicas da teoria dos grafos. Este estudo proporcionou aprofundar os 
conhecimentos acerca dos grafos e concluir que não se trata apenas de uma ilustração 
constituída por linhas e pontos, mas sim, de uma estrutura ou diagrama que nos permite 
constatar resultados surpreendentes. 
No segundo capítulo desta dissertação foram apresentados alguns problemas clássicos da 
teoria dos grafos. Estes problemas tiveram um papel primordial no desenvolvimento dos 
conceitos relacionados com grafos e na busca de algoritmos para a resolução de problemas 
que envolvam grafos mais complexos. Os conceitos de grafos euleriano e hamiltoniano são 
frequentemente utilizados, embora por vezes implicitamente, no planeamento de rotas de 
transportes ou de distribuição com o objetivo de otimizar os recursos existentes (tempo 
gasto na distribuição de um artigo, planeamento de rotas, tempo gasto numa viagem, etc.). 
O problema da coloração de grafos é muito importante no planeamento das rotas dos 
transportes no que respeita à elaboração dos horários, ao escalonamento de serviços, entre 
outros. A coloração de grafos também é fundamental no armazenamento de substâncias ou 
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produtos químicos incompatíveis (se combinados podem reagir/explodir). Neste cado o 
número cromático dá-nos o número de compartimentos necessários para o armazenamento 
destas substâncias seja feito em segurança.      
A última parte desta dissertação centrou-se na apresentação de algumas das aplicações da 
teoria dos grafos nas várias áreas do conhecimento. Esta abordagem permitiu consolidar a 
ideia de que tudo o que possa ser representado por um diagrama constituído por pontos e 
linhas segundo uma dada relação (contendo ou não informação agregada aos vértices e/ou 
às arestas acerca da mesma) pode ser estudado e explorado com recurso à teoria dos grafos 
(podem ser consultados alguns exemplo em [11]). Por exemplo, nas ciências da 
computação, podemos encontrar inúmeras situações, desde as configurações das 
cabelagem e das ligações dos computadores entre si até ao complexo mundo da internet, 
que têm por trás um grafo. O mesmo se verifica nas restantes áreas do conhecimento e da 
engenharia. 
O estudo efetuado no âmbito da e a  ra     e te text  perm t u   n tatar que   “un  er  ” 
das aplicações da teoria dos grafos é deslumbrante, nomeadamente, do ponto de vista das 
aplicações no mundo real.  
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